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KAPITEL 1

Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

1.1 Einfiihrung

Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mathematische Sprache der Unsicherheit. Jedes Mal, wenn wir eine
Miinze werfen, eine Messung durchfiihren oder eine Prognose treffen, haben wir es mit Zufall zu tun -
und genau diesen Zufall wollen wir prazise fassen.

Die Grundidee ist bestechend einfach: Wir listen alle denkbaren Ausgange eines Experiments auf,
fassen interessante Teilmengen zu Ereignissen zusammen und ordnen diesen Wahrscheinlichkeiten
zu. Aus diesen drei Zutaten — Ergebnisraum, Ereignisse, Wahrscheinlichkeitsmal} — entsteht das
gesamte Gebaude der Wahrscheinlichkeitstheorie.

1.2 Ergebnisraume und Ereignisse

Der Ergebnisraum (2 ist die Menge aller moglichen Ausgange eines Experiments. Punkte w € € heillen
Ergebnisse oder Realisierungen. Ereignisse sind die Elemente einer Ereignisklasse A — einer Familie
von Teilmengen von €, der man konsistent Wahrscheinlichkeiten zuordnen kann.

Bemerkung 1.2.1 (Vorgriff: messbare Ereignisse)

Fir endliche oder abzahlbare 2 darf man A = P(Q2) wahlen, also jede Teilmenge als Ereignis
zulassen; so halten wir es in diesem Kapitel. Zwingend ist das nicht — auch kleinere Familien
sind zuldssig, solange sie unter den unten eingefiihrten Mengenoperationen stabil bleiben. Bei
iberabzahlbarem 2 (etwa Q2 = R) wird die Potenzmenge dagegen unbequem: Verlangt man von
[P zusatzlich Eigenschaften wie Verschiebungsinvarianz, so lasst sie sich nicht mehr auf allen
Teilmengen erklaren, und man beschrankt sich auf eine echt kleinere Familie. Die zuldssigen
Familien heilen o-Algebren — die Potenzmenge ist die groRte von ihnen —; prazisiert wird das in
§1.8. Bis dahin darf man Ereignisse gefahrlos als Teilmengen von 2 lesen.

Beispiel 1.2.1

Beim zweimaligen Munzwurfist ) = {KK, KZ,ZK, ZZ}. Das Ereignis ,erster Wurf ist Kopf*
ist A= {KK,KZ}.
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Beispiel 1.2.2

Sei w das Ergebnis einer physikalischen Messung, z. B. der Temperatur. Dann ist 2 = R. Man
konnte argumentieren, dass 2 = R ungenau ist, da Temperatur eine untere Grenze besitzt. In
der Praxis schadet es jedoch nicht, den Ergebnisraum grof3ziigiger zu wahlen. Das Ereignis,
dass die Messung groRer als 10 aber hochstens 23 ist, lautet A = (10, 23].

Beispiel 1.2.3
Beim unendlich oft wiederholten Minzwurf ist

Q={w= (w1,ws,ws,...):w; € {K,Z}}.
Das Ereignis, dass der erste Kopf beim dritten Wurf erscheint, ist

E = {(w,wa,ws,...) ;w1 =2Z,we =2, ws=K}.

Mengenoperationen
Fir ein Ereignis A bezeichnen wir mit A° = {w € Q : w ¢ A} das Komplement von A (,nicht A). Das
Komplement von ( ist die leere Menge 0.

Die Vereinigung AU B = {w : w € A oderw € B} und fiir eine Folge A;, Ay, ...ist|J;2, Ai ={w:w e
A; fur mindestens ein i}.

Der Durchschnitt AN B = {w: w € Aund w € B}. Wir schreiben auch AB statt AN B. Fur eine Folge:
Nig A = {w: w € A; furalle i}.

Die Differenzist A\ B = {w:w € A, w ¢ B}. Istjedes Element von A in B enthalten, schreiben wir
A C B. Fir eine endliche Menge A bezeichnet | A| die Anzahl ihrer Elemente.

Symbol Bedeutung

Q Ergebnisraum (sicheres Ereignis)
w Ergebnis (Element von Q)

A Ereignis (Teilmenge von )

A° Komplement von A

AUB  Vereinigung (A oder B)

ANB Durchschnitt (A und B)

A\ B Mengendifferenz

AcC B Inklusion

0 Leere Menge (unmdgliches Ereignis)

Ereignisse A;, As, ... heilen disjunkt (oder paarweise disjunkt), falls A; N A; = () fiir i # j.
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Definition 1.2.1 (Zerlegung)

Eine Zerlegung (auch Partition) von ( ist eine endliche oder abzahlbare Familie nicht-leerer,
paarweise disjunkter Ereignisse A, Ay,... mit|J;, 4; = Q.

Die Indikatorfunktion von A ist

La(w) 1 fallsw e A,
w) =
4 0 fallsw ¢ A

Eine Folge A1, A,, ... ist monoton wachsend, falls A; ¢ Ay C ---, und wir definieren lim,, o, A, =
U;2, A;. Sie ist monoton fallend, falls A; > A> D ---, und dann lim,,_,, 4,, = [;2; 4. In beiden
Fallen schreiben wir 4,, — A.

Beispiel 1.2.4

Sei?=Rund 4; =[0,1/7) firi =1,2,....Dannist A; D Ay D --- fallend mit 2, 4; = {0}.
Definiert man stattdessen A; = (0,1/7), soist();2; A; = 0 — der Punkt 0 fehlt in jedem A;.

Ereignisfolgen und Grenzwerte

Eine beliebige Ereignisfolge muss weder wachsen noch fallen. Trotzdem lasst sich prazise beschreiben,
welche Ergebnisse immer wieder auftreten und welche ab einem gewissen Index dauerhaft auftreten.
Dazu betrachten wir fiir jedes n > 1 den Rest der Folge ab dem Index n.

Checkerbox 1.2.1 (A13: Ereignisfolgen und Grenzwerte)

Sei  ein Stichprobenraum und seien Aq, A,, . .. Ereignisse. Definiere
B,=|JA4 und  C,=[)4

(a) Zeige,dass By D B, D ---unddassC; c Oy C ---.

(b) Zeige, dass w € (2 ; B,, genau dann, wenn w zu unendlich vielen der Ereignisse A, As, . ..
gehort.

(c) Zeige, dassw € | J;~; C,, genau dann, wenn w zu allen Ereignissen A;, As, ... gehort, auer
moglicherweise zu endlich vielen dieser Ereignisse.

(d) Folgere aus (b) und (c), dass stets | J;2 , C,, C o2 By gilt.

Beweis. (a) Aus w € B, folgt w € A; fiir mindestens ein i > n + 1. Dann ist auch i > n, also
w € B,.Somitist B, C B,. Liegt dagegen w € C,,, so gehort w zu allen A; mit: > n und
damit insbesondere zu allen A; miti > n + 1. Alsoist C,, C Cj, 1.

(b) Seiw € ,2; Byn. Dann gibt es zu jedem n einen Index i > n mitw € A;. Die Menge solcher
Indizes kann daher nicht endlich sein. Umgekehrt liegt unter unendlich vielen Indizes mitw € A;
zu jedem n mindestens einer jenseits von n. Folglich istw € B, fiir jedes n, alsow € (72, By.
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(c) Seiw € |J;2, C,. Dann gibt es ein ng mit w € A, fir alle i > ny; Ausnahmen sind also nur
unter Ay, ..., A,,—1 moglich. Gibt es umgekehrt nur endlich viele Ausnahmen, so wahlen wir
no grofRer als deren grof3ten Index; gibt es keine Ausnahme, setzen wir ny = 1. Dann liegt w in
jedem A; miti > ng, also in Cy,, und damitin [ J;2, C,,.

(d) Wer zu allen 4; bis auf endlich viele gehort, gehért insbesondere zu unendlich vielen. Mit (b)
und (c) folgt daraus | J77 , C,, € (02| By. |

Einordnung. Die beiden Mengenfolgen aus Checkerbox 1.2.1 fihren auf zwei Grenzbegriffe, die auch
fur nicht-monotone Ereignisfolgen sinnvoll sind.

Definition 1.2.2 (Limes superior und Limes inferior)

Seien Ay, A,, . .. Ereignisse und
By=|JA4, Co=[)4

Dann heilRen . -
limsup 4,, = m B, = ﬂ U A;
n=1

n—roo n=1i=n
der Limes superior und
o0 o0 o
liminf A, = Ulc = U ﬂ A;
=

n=1i=n

der Limes inferior der Ereignisfolge.

Zwei Arten des wiederholten Auftretens

B,, enthalt alle Ergebnisse, die ab dem Zeitpunkt n noch mindestens einmal auftreten. Wer in
jedem B, liegt, tritt daher immer wieder auf. Dagegen enthalt C,, nur Ergebnisse, die ab dem
Zeitpunkt n ohne weitere Ausnahme auftreten. Somit gilt:

w € limsup A,, <= w gehort zu unendlich vielen A;,

n—o0

w € liminf A, <= w gehort zu allen bis auf endlich viele A;.
n—oo

Kurz: lim sup A,, bedeutet ,unendlich oft”, lim inf A,, bedeutet ,schliellich immer*.

In dieser Sprache ist Teil (d) von Checkerbox 1.2.1 gerade die Inklusion

liminf A,, C limsup A, :
n—r00 n—o00

Was schlieRlich immer eintritt, tritt insbesondere unendlich oft ein.
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1.3 Wahrscheinlichkeit

Jedem Ereignis A ordnen wir eine reelle Zahl P(A) zu — die Wahrscheinlichkeit von A.

Definition 1.3.1

Eine Funktion PP, die jedem Ereignis A eine reelle Zahl zuordnet, ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf,
falls:

Axiom 1: P(A) > 0 fir jedes A.

Axiom 2: P(Q2) = 1.

Axiom 3 (o-Additivitat): Sind A, A, ... paarweise disjunkt, so gilt

o (00) - S
=1 =1

Es gibt zwei gangige Interpretationen von P(A), die sich darin unterscheiden, was eine Wahrschein-
lichkeitsaussage bedeutet:

1. Haufigkeitsinterpretation (frequentistisch). P(A) ist der langfristige relative Anteil, mit dem A bei
(hypothetisch) unendlich vielen Wiederholungen desselben Experiments eintritt. Sagen wir P(Kopf) =
1/2, so meinen wir: Wirft man die Miinze n-mal und z&hlt die Kopf-Ergebnisse ng, so gilt nx/n — 1/2
fir n — oo. Diese Sichtweise verlangt, dass das Experiment prinzipiell wiederholbar ist.

2. Glaubensgrad-Interpretation (subjektivistisch / Bayessch). P(A) misst die Starke der persénlichen
Uberzeugung eines Beobachters, dass A wahr ist. Die Zahl P(A) = 0,3 driickt aus: ,Ich halte es fir
30 % plausibel, dass A eintritt” — auch wenn das Experiment nicht wiederholbar ist.

Beispiel 1.3.1

Betrachte die Aussage: ,Die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, ist 0,3."

» Frequentistisch: Unter allen Tagen mit vergleichbaren Wetterbedingungen regnet es in 30 %
der Falle. Die Aussage bezieht sich auf eine Klasse ahnlicher Situationen.

» Bayessch: Aufgrund meiner aktuellen Informationen (Wolkenbild, Jahreszeit, Vorhersage)
bin ich zu 30 % Uberzeugt, dass es morgen regnet. Die Aussage ist subjektiv und andert sich,
sobald neue Informationen vorliegen.

Der entscheidende Punkt: Beide Interpretationen verwenden dieselben drei Axiome — die mathemati-
sche Struktur ist identisch. Der Unterschied liegt nicht in der Rechnung, sondern in der Bedeutung der
Zahlen. Er wird erst bei der statistischen Inferenz praktisch relevant und fiihrt dort zu zwei Schulen: der
frequentistischen Statistik (Wahrscheinlichkeiten sind objektive Haufigkeiten; Parameter sind feste,
unbekannte GréRen) und der Bayesschen Statistik (Wahrscheinlichkeiten driicken Uberzeugungen
aus; auch Parameter erhalten Wahrscheinlichkeitsverteilungen). Wir vertiefen diesen Gegensatz in
Teil 2 (Kapitel 11, Bayessche Inferenz).
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Satz 1.3.2 (Elementare Eigenschaften)
Fir beliebige Ereignisse A, B gilt:

1. P(0) =0,

2. AC B=P(A) <P(B),

3.0<P4) <1,

4. P(A°) =1-P(4),

5. ANB=0=P(AUB) =P(A4) + P(B).

Beweis. (1) Setze A; = Q, A; = 0 fiiri > 2. Axiom 3:1 =1+ ) 2, P(0), also P(0) = 0.
(2) B= AU (Bn A°) disjunkt, also P(B) = P(A) + P(B N A°) > P(A).

(3)Aus ) c A c Qund (1), (2).

(4) AU A¢ = Q disjunkt, also 1 = P(A) + P(A°).

(5)

5) Spezialfall von Axiom 3 fiir n = 2. [ |

Checkerbox 1.3.1 (Elementare Eigenschaften aus den Axiomen)

Beweise jede der fiinf Aussagen des vorigen Satzes direkt aus den drei Kolmogorov-Axiomen.
Gib insbesondere an, welche Mengen jeweils disjunkt sind, wenn du die Additivitat verwendest.

Beweis. (1) Leere Menge. Setze A; = Q und A; = () fiir alle ; > 2. Diese Folge ist paarweise
disjunkt und ihre Vereinigung ist Q2. Die o-Additivitat liefert daher

1=P(Q) = iIP’(Ai) =1+ ip(m).

Alle Summanden sind nichtnegativ. Deshalb kann die letzte Summe nur dann 0 sein, wenn
P(0) = 0 gilt.
(2) Monotonie. Aus A C B folgt die disjunkte Zerlegung

B=AU(B\A).

Deshalb gilt P(B) = P(A) + P(B \ A) > P(A), weil Wahrscheinlichkeiten nach Axiom 1 nichtne-
gativ sind.

(3) Schranken. Axiom 1 liefert P(A) > 0. Wegen A C Q ergibt die eben bewiesene Monotonie
auBerdem P(A) < P(Q) = 1.

(4) Komplement. A und A°¢ sind disjunkt und ergeben zusammen ). Daher

1 =P(Q) =P(4) + P49,

alsoP(A°) =1—P(A).
(5) Endliche Additivitat. Sind A und B disjunkt, wenden wir die o-Additivitat auf A; = A, A = B
und A; = 0 fir: > 3 an. Mit (1) folgt

P(AU B) = P(A) + P(B). m
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Aus Punkt (5) gewinnt man sofort ein Werkzeug, das unscheinbar aussieht und uns doch durch
das ganze Kapitel begleitet: die Fallunterscheidung. Zu einem Ereignis A und einem beliebigen
zweiten Ereignis B gibt es nur zwei Moglichkeiten — entweder tritt B mit ein oder eben nicht. Die
Wahrscheinlichkeit von A teilt sich entlang dieser Grenze sauber auf.

Checkerbox 1.3.2
Seien A und B beliebige Ereignisse. Zeige
P(A) =P(ANB) +P(AN B°).
Halte dabei fest, an welcher Stelle du die Additivitat benutzt und warum sie dort anwendbar ist.

Beweis. Schritt 1: Zerlegung von A. Die Ereignisse B und B¢ bilden eine Zerlegung von : Sie
sind disjunkt wegen BN B¢ = (), und sie schopfen 2 aus wegen B U B¢ = (. Schnitt mit A liefert

A=ANQ=AN(BUB°)=(ANB)U (AN B°).
Schritt 2: Die beiden Teile sind disjunkt.
(ANB)N(ANB)=ANn(BNB)=An0=0.
Schritt 3: Additivitat. Punkt (5) des vorigen Satzes erlaubt fiir disjunkte Ereignisse das Addieren:

P(A) =P(AN B)+P(AN B°). [ |

Jedes Ereignis zerfillt in ,mit 3 und ,,ohne B

Das Ereignis B zerschneidet den Ergebnisraum Q in zwei Halften. Jedes andere Ereignis A wird
von diesem Schnitt mitgeteilt — in den Anteil, der zugleich in B liegt, und den Rest:

B A B°

ANB AN B¢

Die blaue und die gelbe Flache liberlappen sich nirgends und ergeben zusammen genau A.
Mehr steckt hinter der Aussage nicht — es ist die Additivitat, angewandt auf einen besonders
nutzlichen Schnitt.
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Beispiel 1.3.2 (Fallunterscheidung beim Doppelwurf)

Zweimaliger fairer Munzwurf, Q = {K K, KZ, ZK, Z Z} mit Gleichverteilung. Sei A = ,mindes-
tens einmal Kopf“ = {K K, KZ, ZK} und B = ,erster Wurf ist Kopf“ = { KK, KZ}. Wir zerlegen
A entlang B:

ANB={KK,KZ}, ANB°={ZK},

alsoP(AN B) = 2 =  und P(A N B) = 1. Die Zerlegung liefert
PA)=1+1=2

Statt A als Ganzes abzuzahlen, haben wir zwei kleinere, klar getrennte Falle betrachtet. Genau
dieses Ereignis begegnet uns weiter unten noch einmal — dort auf dem Weg uber die Einschluss-
Ausschluss-Formel, mit demselben Ergebnis 3/4.

Kurz-Check: Was bedeutet das konkret?

AN Bund AN B¢ sind beide Teilmengen von A. Warum darf man ihre Wahrscheinlichkeiten
trotzdem einfach addieren — und was ginge schief, wenn man A entlang zweier iberlappender
Ereignisse By, B; zerlegte?

Antwort: Addieren ist erlaubt, weil B und B¢ disjunkt sind und sich diese Disjunktheit auf AN B und AN B¢ libertragt
- genau das verlangt Punkt (5). Uberlappen sich B; und Bs, so wird der gemeinsame Teil doppelt gezéhlt und die
Summe féllt zu gro aus. Man muss ihn wieder abziehen — und landet bei der Einschluss-Ausschluss-Formel, dem

ndachsten Lemma.

Lemma 1.3.3 (Einschluss-Ausschluss)

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

Beweis. Zerlege AU B = (AN B°)U (AN B)U (A°N B) disjunkt. Dann
P(AUB)=P(ANB°)+P(ANB)+P(A°NB) =P(A) + P(B) —P(AN B). |
Checkerbox 1.3.3 (Einschluss-Ausschluss fiir drei Ereignisse)

Verallgemeinere das vorige Lemma auf drei Ereignisse und zeige
P(AUBUC)=P(A)+P(B) +P(C)
—P(ANB)-PANC)-P(BNC)
+P(ANBNCQO).
Beweis. Wir wenden die Formel fiir zwei Ereignisse zunachst auf AU B und C' an:
P(AUBUC)=P(AUB)+P(C)-P((AUB)NC).

Der erste Term ist

P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).
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Fir den letzten Term benutzen wir das Distributivgesetz (AU B)NC = (AN C)uU (BN C) und
nochmals die Formel fiir zwei Ereignisse:

P((AUB)NC) =P(ANC)+P(BNC)
—P(ANBNCO).
Einsetzen liefert
P(AUBUC) =P(A)+P(B) +P(C)
—P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)
+P(ANBNCQC).

Die paarweisen Schnittmengen werden zunachst doppelt gezahlt und daher abgezogen. Der
Dreifachschnitt wurde dabei dreimal addiert und dreimal abgezogen; deshalb muss er einmal
wieder hinzugefiigt werden. [

Die allgemeine Fassung fiir n Ereignisse tragt denselben Gedanken, braucht aber eine Induktion und
eine Schreibweise fiir ,alle nichtleeren Teilmengen der Indexmenge“. Wer sie zunachst tiberspringt,
verliert fiir das Folgende nichts.

Expertbox 1.3.1 (Siebformel)

Beweise das Inklusions-Exklusions-Prinzip fiir n Ereignisse:

P(O AZ) =) P(A) =) PANA)+ > PANANA)
i=1 3

1<j 1<j<k
e (CD)"HP(A N -0 Ay).

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Ubersichtlich I&sst sich die behaup-
tete Summe als

SR
p£JC{1,...n} jeJ
schreiben: Fur |.J| = 1 entstehen die Einzelwahrscheinlichkeiten, fir |J| = 2 die paarweisen
Schnitte und so weiter.
Induktionsanfang. Fiir » = 1 ist die Aussage unmittelbar richtig; flir n = 2 ist sie genau das
bereits bewiesene Einschluss-Ausschluss-Lemma.
Induktionsschritt. Die Formel gelte fiir n Ereignisse. Setze U,, = |J;_, A;. Dann liefert die
Zweierformel

P(Un U An—i—l) = P(Un) + P(An—H) - P(Un N An—i—l)'

Mit dem Distributivgesetz gilt

n

Un N Ay = | J(4i N Anya).
=1
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Auf diese Vereinigung von n Ereignissen diirfen wir die Induktionsvoraussetzung anwenden.
Nach dem Subtrahieren ihrer Inklusions-Exklusions-Summe entstehen genau alle Schnitte, die
A,+1 enthalten: Ein Schnitt mit insgesamt » Mengen erhélt das Vorzeichen (—1)"+!. Die bereits
in P(U,) enthaltenen Terme sind dagegen genau die Schnitte ohne A, ;. Zusammen erhalt
man somit alle nichtleeren Teilmengen von {1,...,n + 1} mit dem Vorzeichen aus (x). Das ist
die Siebformel fur n + 1. |

Korollar 1.3.4 (Bonferroni-Ungleichung)

P(AN B) > P(A) + P(B) — 1.

Beweis. P(AN B) = P(A) + P(B) — P(AU B) > P(A) + P(B) — 1,daP(AU B) < 1. n

Korollar 1.3.5 (Unionsschranke)

Fir beliebige Ereignisse A,..., A, gilt P (U, 4i) <> i, P(4).

Beweis. Induktion. n = 2: P(A; U Ag) = P(A1) + P(A2) —P(A; N Ay) <P(A;) + P(Az). Schritt:
n n—1 n
P <U Ai> <P ( AZ-) +P(4,) < P(A). |
i=1 i=1 i=1
Beispiel 1.3.3

Zweimaliger Miinzwurf. Sei H; = ,Kopf beim j-ten Wurf”. Bei Gleichverteilung:

P(HiUHy)=3+3—

=
N9

Die Wahrscheinlichkeit, mindestens einmal Kopf zu werfen, ist also 75%.

Checkerbox 1.3.4 (Komplement einer Vereinigung)

Seien A und B Ereignisse mit

Bestimme P(A° N BC).
Beweis. Nach dem De-Morgan-Gesetz ist
A°NB¢=(AUB)".

Gesucht ist also das Gegenereignis zu A U B. Mit der Komplementformel folgt unmittelbar

P(A°N BY) = P((AUB)Y) =1 - B(AUB) =1-; =
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Die Einzelwerte P(A) = 1/3 und P(B) = 1/4 werden fiir diese Rechnung nicht benétigt; sie legen
zusatzlichP(A N B) = 1/12 fest. [ |

Satz 1.3.6 (Stetigkeit von Wahrscheinlichkeiten)

Gilt A,, — A, sofolgtP(4,,) — P(A).

Beweis. Sei Ay C Ay C --- und A = J;2, A;. Definiere B; = Ay, B, = A, \ A,—1 flirn > 2. Dann sind
Bi, By, ... disjunkt mit 4, = |J ; B, und A = |J;2, B;. Also

n

ﬁﬁmng&ﬂmm:ZP@pwm)

Fallender Fall: AS ist wachsend, also P((14;) =1 —-P(|J AS) =1 —limP(AS) = limP(A,,). [ |

Checkerbox 1.3.5 (Stetigkeit von Wahrscheinlichkeiten)

Vervollstandige den Beweis des vorigen Satzes im monoton wachsenden Fall: Zeige sorgfaltig,
dass die Mengen
B, = Ay, B, = A, \ Ani (TL > 2)

paarweise disjunkt sind und dass A,, = |J;_, B; sowie A = J;2, B; gilt. Beweise anschlieRend
auch den monoton fallenden Fall.

Beweis. Wachsender Fall. Seien A; € Ay C ---und A =J;2, A;. Firi < jqilt B; C A; C A4,
wahrend B; = A; \ A;_; auBerhalb von A;_; liegt. Daher ist B; N B; = (), die Mengen By, By, . ..
sind also paarweise disjunkt.
AuRerdem gilt

Ay = By, A, =A,1U (An \ Anfl) =A,_1UB,.

Induktiv folgt daraus A,, = |J;._, B;. Vereinigen wir diese Gleichheit iiber alle n, erhalten wir
A=z, B:.
Die Additivitat fur die disjunkten B; liefert nun

1mm:im&)mdwm:iwm.
i=1 =1

Die endlichen Partialsummen der nichtnegativen Reihe konvergieren gegen ihre Summe. Somit
gilt P(A4,) — P(A).
Fallender Fall. Seien 4; > A; D --- und A =2, A;. Dannist A{ C A5 C --- wachsend und

nach De Morgan )
UM:(H&):M.
=1 =1

Der bereits bewiesene wachsende Fall ergibt P(AS) — P(A¢). Mit der Komplementformel folgt
schlieBlich
P(A,) =1—-P(4;5) — 1 —P(A°) = P(4). [ |
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1.4 Wahrscheinlichkeit auf endlichen Ergebnisraumen

Sei Q? = {wy,...,w,} endlich. Sind alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich, so gilt die Gleichverteilung:
|A]
P(A) = .
(4) Ql

Um | A| zu bestimmen, brauchen wir kombinatorische Methoden. Die Anzahl der Anordnungen von n
Objektenist n! = n(n — 1) ---1 (mit 0! = 1). Der Binomialkoeffizient

(1) = m

gibt die Anzahl der Méglichkeiten, k& Objekte aus n auszuwahlen (ohne Berlicksichtigung der Reihen-
folge).

1.5 Unabhangige Ereignisse

Wirft man zweimal eine faire Miinze, ist die Wahrscheinlichkeit fur zweimal Kopf gleich 1 x 1. Wir
multiplizieren, weil die Wiirfe als unabhangig gelten — das Ergebnis des ersten Wurfs beeinflusst den
zweiten nicht.

Definition 1.5.1

Zwei Ereignisse A und B sind unabhangig, geschrieben A | B, falls
P(ANB) =P(A) -P(B).
Eine Familie { A; : i € I} ist unabhangig, falls fur jede endliche Teilmenge J C I gilt

P <ﬂ Ai> =[P4

icJ i

Bemerkung 1.5.1

Sind A und B disjunkt mit P(A), P(B) > 0, so kdnnen sie nicht unabhéngig sein: P(A) - P(B) > 0,
aber P(A N B) = 0. Disjunktheit und Unabhangigkeit sind gegensatzliche Konzepte!

Checkerbox 1.5.1 (Unabhéngigkeit und Komplemente)

Seien A und B unabhangig. Zeige, dass auch A€ und B, A und B¢ sowie A° und B¢ unabhangig
sind.

Beweis. Aus der Unabhangigkeit folgt P(A N B) = P(A)P(B).
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Zunachst zerfallt A disjunktin AN B und AN B¢. Daher

P(ANB¢) =P(A) —P(AN B)
(4) = P(A)P(B)

(A)(1 - P(B)) = P(A)P(B).

P
P

Also sind A und B¢ unabhangig. Vertauschen wir die Rollen von A und B, erhalten wir ebenso
P(A°N B) = P(A°)P(B).

Somit sind auch A€ und B unabhangig.
SchlieBlich zerfallt A€ disjunktin AN B und AN B¢. Deshalb

P(A°N B°) = P(A°) — P(A°N B)
=P(A°) — P(A°)P(B)
= P(A°)P(B°).
Damit sind auch A° und B¢ unabhangig. [

Checkerbox 1.5.2 (Ziehen ohne Zuriicklegen)

Eine Urne enthalt drei rote und zwei blaue Kugeln. Es werden zweimal ohne Zuriicklegen Kugeln
gezogen. Sei

A = ,die erste Kugel istrot® und B = ,die zweite Kugel ist rot".

Sind A und B unabhéangig? Begriinde deine Antwort rechnerisch.

Beweis. Fiir den ersten Zug sind drei der fiinf Kugeln rot, also

Aus Symmetrie hat jede Kugel dieselbe Chance, an zweiter Stelle gezogen zu werden. Daher ist
auchP(B) = 3/5.

Sind im ersten Zug eine rote Kugel gezogen worden, bleiben zwei rote unter vier Kugeln ubrig.

Somit 51
und folglich
P(ANB) = P(A)P(B | A)= 5.2 = 2
B S5 2 10
Bei Unabhangigkeit miisste dagegen
3 3 9
P(A)P(B) R R

gelten. Da 3/10 # 9/25, sind A und B nicht unabhangig. Anschaulich senkt eine rote Kugel im
ersten Zug die Rot-Chance im zweiten Zug von 3/5 auf 1/2. [ |

13
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Beispiel 1.5.1 (Faire Miinze, n = 10)

Wir werfen eine faire Miinze zehnmal unabhéngig. Sei A = ,mindestens ein Kopf*.
Mit T; = ,Zahl beim j-ten Wurf” ergibt sich:

10 10
1
P(A) = 1-P(ThN---NTy) = 1—HP(T]-) = Jl— <> = 1_@ ~ 0,999.

J=1

Interpretation: Das Gegenereignis — zehnmal Zahl in Folge — hat die Wahrscheinlichkeit

c 1
P(A°) = T 0,098 %.
Fuhrt man dieses Experiment 1024-mal durch, erwartet man im Schnitt genau einmal das Er-
gebnis (Z,Z, ..., Z). Bereits nach n = 7 Wiirfen Uiberschreitet P(4,,) die 99 %-Marke (P(A47) =
127/128 ~ 99,2 %).

Bemerkung 1.5.2 (Warum das Komplementarprinzip?)

Das direkte Berechnen von P(A) ware mihsam, da A aus 1024 — 1 = 1023 Elementarereignissen
besteht (alle Folgen auler (Z, Z, ..., Z)). Das Komplementarprinzip reduziert das Problem auf
ein einziges ungtnstiges Elementarereignis.

Checkerbox 1.5.3 (Verdoppelungsstrategie: Behauptung priifen)

Bei einem fairen Spiel wird das gesamte Kapital gesetzt: Bei Gewinn verdoppelt es sich, bei
Verlust ist es vollstandig verloren. Die Gewinnchance betragt in jeder unabhangigen Runde 1/2,
das Anfangskapital ist Ky = 1.

Im Ubungsbuch wird behauptet, die Wahrscheinlichkeit, irgendwann beliebig reich zu werden,
sei 1, wahrend der Erwartungswert des Kapitals stets 1 bleibe. Priife diese Behauptung kri-
tisch: Bestimme fir jedes n die Verteilung von K,, und E[K,,] (Vorgriff auf Kapitel 3). Berechne
anschlieRend

P(supK = oo) und P(K, =0flireinn >1).
n>0

Beweis. Nach dem ersten Verlust ist das Kapital 0 und bleibt dort. Nach » Runden gibt es daher
nur zwei mogliche Kapitalstande:

P 2", wenn alle ersten n Spiele gewonnen wurden,
n — . .
0, wenn mindestens eines davon verloren wurde.

Wegen der Unabhangigkeit der Spiele ist die Wahrscheinlichkeit einer Serie von n Gewinnen
gleich (1/2)". Damit

P(K,=2")=2", PK,=0)=1-2""
Der Erwartungswert zu jedem festen Zeitpunkt ist tatsachlich konstant:

E[K, =2"-2"+0-(1-2"")=1.
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Um beliebig reich zu werden, miisste der Spieler ohne einen einzigen Verlust unendlich lange
gewinnen. Bezeichne mit G,, das Ereignis ,die ersten n Spiele werden gewonnen®. Dann gilt
G1 D G2 D --- und P(G,) = 2-™. Mit der Stetigkeit von Wahrscheinlichkeiten folgt

o
P(supK = oo> =P m Gp | = lim 27" =0.

Das Gegenereignis ist, dass irgendwann mindestens ein Verlust eintritt und das Kapital auf 0
fallt. Daher
P(K, =0fureinn>1)=1-0=1.

Die urspriingliche Behauptung ist also in ihrem ersten Teil falsch: Fast sicher tritt der Ruin ein,
obwohl E[K,| = 1 fir jedes feste n gilt. [ |

Beispiel 1.5.2 (Abwechselnde Wiirfe — Erstvorteil)

Zwei Personen werfen abwechselnd auf einen Basketballkorb; Person 1 beginnt. Die Treffer-
wahrscheinlichkeiten seien p; = % und py = i alle Wirfe sind unabhangig. Gesucht ist P(E)
mit £ = ,Person 1 trifft zuerst".

Modell. Person 1 wirft in den Runden 1, 3, 5, . . ., also beim k-ten eigenen Versuch in Runde 2k — 1
(k=1,2,3,...). Zu diesem Zeitpunkt sind genau 2(k — 1) Wiirfe absolviert - je £ — 1 von beiden
Personen, alle ohne Treffer. Die Wahrscheinlichkeit, einen vollstandigen Zyklus (je ein Fehlwurf
beider Personen) zu liberstehen, betrégt:

2 3
3 4

g = (1-p)(L-p2) = %

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau in Runde 2k — 1 Person 1 zum ersten Mal trifft, ist daher
k—1
q" " - D1

Berechnung. Da die Ereignisse ,Person 1 gewinnt in Runde 2k — 1“ fur verschiedene k disjunkt
sind, ergibt die Summe uber alle Mdglichkeiten:

= > _m _ % 2
P(E)=qu_l-p1=p12q]:1_q: =3
=0

k=1

Kontrolle. Analog gewinnt Person 2 nur, wenn Person 1 vorher verfehlt; ihre Gewinnwahrschein-
lichkeit ist: 4
I=p)p2 57 1
P(F) = = = = P(E P(F) =1.
(F)==T2P =3 =5 BE)+RE) =LY

Allgemein und Fairness. Fir beliebige pi,ps € (0,1) mitg = (1 —p1)(1 —p2) < 1 git P(E) =
p1/(1 — q). Das Spiel ist genau dann fair (P(E) = 3), wenn p; = (1 — py) po. Fiir p; = 3 liefert
das p, = £ — Person 2 miisste ihre eigene Quote also verdoppeln (von 7 auf 3) und damit das
1,5-Fache der Quote von Person 1 erreichen, um den Erstvorteil zu neutralisieren.

Person 1 gewinnt hier mit Wahrscheinlichkeit 2, also doppelt so oft wie Person 2 — obwohl ihre
Einzeltreffsicherheit mit % gegenliber % nur um den Faktor % hoher liegt. Der Vorteil des ersten

15
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Wurfs verstarkt den kleinen Vorsprung in der Trefferquote. Dieses Muster — geometrische Reihe
als Modell fiir wer trifft zuerst? — tritt auch in Wartezeitproblemen, Bernoulli-Ketten und der
Erneuerungstheorie auf; die Konvergenz ist wegen ¢ < 1 stets gesichert (lim,,_,~, ¢" = 0, das
Spiel endet fast sicher).

1.6 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Definition 1.6.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit)
Falls P(B) > 0, ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B:

P(AN B)

PA|B) = 55

Intuition. P(A | B) beantwortet die Frage: Wie wahrscheinlich ist A, wenn ich bereits weil3, dass B
eingetreten ist? Das Wissen uber B verkleinert den relevanten Ergebnisraum von 2 auf B; innerhalb
dieses neuen Raums wird P(A N B) auf P(B) normiert, damit die Axiome der Wahrscheinlichkeit
erhalten bleiben.

Geometrische Lesart. Stellt man © als Flache dar, so ist P(A | B) der Anteil von AN B an der Flache B:

|AN B

PAIB) = S

Nur der Schnittbereich A N B zahlt; alles aulRerhalb von B ist durch die Bedingung ausgeblendet.
Aquivalente Formulierung: Multiplikationsregel. Umstellen liefert die fiir Berechnungen zentrale Form:
P(ANB) = P(A| B)-P(B) = P(B| A) - P(A).

Sie erlaubt, Verbundwahrscheinlichkeiten schrittweise aus bedingten Wahrscheinlichkeiten aufzubau-
en — Grundlage von Baumdiagrammen und der totalen Wahrscheinlichkeit.

Bedingte Wahrscheinlichkeit als WahrscheinlichkeitsmaB. P( - | B) erfillt selbst alle Kolmogorov-
Axiome auf ), insbesondere:

P(Q|B) =1,
P(Al U Ag ’ B) = P(Al | B) +]P(A2 ‘ B) fir Ay N Ay = 0.

Die gesamte Wahrscheinlichkeitsrechnung gilt also unverandert im konditionierten Universum B.

Stochastische Unabhangigkeit als Spezialfall. Die in Abschnitt 1.5 Gber P(A N B) = P(A) - P(B)
definierte Unabhangigkeit liest sich hier als ,das Eintreten von B liefert keinerlei Information tber A"
Setzt man das Produkt in den Quotienten ein, kiirzt sich P(B) heraus und es bleibt P(A | B) = P(A).
Lemma 1.6.3 fuhrt das aus und zeigt zugleich, dass sich die Unabhangigkeit auf die Komplemente
Ubertragt.
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Beispiel 1.6.1 (Wiirfel)

Ein fairer Wiirfel. Sei A = {6}, B = {gerade Zahl} = {2,4,6}.

_ P({6})
PAIB) = 54,61 ~

Ohne Zusatzwissen: P(A) = % Mitdem Wissen ,die Zahl ist gerade” steigt die Wahrscheinlichkeit
auf % — der Ergebnisraum schrumpft von {1,...,6} auf {2,4,6}.

oles|o—
w

Voraussetzung P(B) > 0. Die Definition ist nur sinnvoll, wenn B tatsachlich eintreten kann. Fur
P(B) = 0 ist die Bedingung ,B ist eingetreten” informationslos; der Quotient wéare undefiniert. In
modernen Ansatzen (MaBtheorie, regulédre bedingte Wahrscheinlichkeiten) wird dieser Fall gesondert
behandelt.

Lemma 1.6.2 (Produktregel)

Fir Ereignisse Ay, ..., A, mitP(A;N---NA,_1) > 0 gilt:

(ﬂA) = P(A;) -P(Ay | A1) -P(A3 | A1 N Ag)---P(A, | Ay NN Apy).

Beweis. Durch vollstandige Induktion tiber n > 2.
Induktionsanfang (n = 2). Aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit folgt unmittelbar:

Induktionsschritt (n — 1 — n). Sei die Aussage fiir n — 1 Ereignisse bereits bewiesen. Setze B =
Ai;N---NA,_1; nach Voraussetzung ist P(B) > 0. Dann gilt:

(ﬂA) = P(A, N B)

=P(A, | B) -P(B) (wie (IA), da P(B) > 0)

n—1
=P(A, | A1 N---NAp_1) -P(ﬂ Ai>
1=1
= P(An | AiN---N Anfl) . ]P)(Al) . P(AQ | Al) e ']P)(An,1 ‘ Ain-onN Anfg). (lV)
Das ist genau die behauptete Formel fir n. [

Checkerbox 1.6.1 (Wechselseitige Erhhung)

Zeige: Gilt P(A | B) > P(A), dann gilt auch P(B | A) > P(B). Begrunde dabei, warum beide
bedingten Wahrscheinlichkeiten definiert sind.
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Beweis. DaP(A | B) in der Voraussetzung vorkommt, gilt zunachst P(B) > 0. Aus der Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit erhalten wir
P(AN B)

P(B) > P(A).

Multiplikation mit der positiven Zahl P(B) liefert
P(AN B) > P(A)P(B). (1)

Insbesondere ist P(AN B) > 0. Wegen AN B C Afolgt daraus P(A) > 0; somitistauchP(B | A)
definiert. Teilen wir (1) durch die positive Zahl P(A), ergibt sich

ANB)

P(B | A) = P(P(A) > P(B). ]

Lemma 1.6.3

Sind A und B unabhangig, so gilt P(A | B) = P(A). Zudem sind dann auch A und B¢, A°und B
sowie A€ und B¢ unabhangig.

Beweis. (i) P(A| B) =P(A).Da A L B,giltP(An B) =P(A)P(B). Mit P(B) > 0:

P(A| B) = P(ﬁ(;f ) _ P(ﬁg()B ) _ P(A).

(i) A L Be.

B
!
pact
N

P )JP(B)
=P(A)(1-P(B)) = P(A)P(B°).
(iii) A° L B. Analog zu (ii) mit den Rollen von A und B vertauscht:

P(A°N B) = P(B) — P(AN B) = P(B)(1 — P(A)) = P(A°)P(B).

(iv) A¢ L B¢. Mit dem Ergebnis aus (iii):

P(A° N B°) = P(A°) — P(A° N B) = P(A) — P(A°)P(B) = P(A°)(1 — P(B)) = P(A%)P(B°). W

Checkerbox 1.6.2 (Simpson-Paradoxon)
Konstruiere ein Beispiel mit Ereignissen A, B, Cy, Cs, wobei Cy, Cs eine Zerlegung des Ergebnis-
raums bilden, sodass
P(A|BNCy) <P(A| B°NCh), P(A| BNCy) <P(A| B°N(Cy),
aber nach Zusammenfassen beider Gruppen
P(A| B) >P(A| BY
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gilt. Gib eine konkrete Vierfeldertafel fiir jede der beiden Gruppen an und priife alle drei Unglei-
chungen rechnerisch.

Beweis. Wir betrachten 200 gleichgewichtete Personen. Das Ereignis A bedeute ,Erfolg”, B
bedeute ,Behandlung®, und C1, C; seien zwei disjunkte Gruppen, die zusammen alle Personen

enthalten. Die Haufigkeiten seien:

Gruppe Status A A° Gesamt

Ch B 81 9 90
Ch Be 19 1 20
Co B 1 9 10
Co Be 16 64 80

Innerhalb der ersten Gruppe ist die Erfolgsquote unter B kleiner:

81 19
P(A|BNC))=—=090< — =0,95=P(A | B°NC}).
90 20
Dasselbe gilt innerhalb der zweiten Gruppe:
1 16
P(A| BNCy) = 15 =0,10< o5 =020 =P(4 | B°N C3).

Nach dem Zusammenfassen kehrt sich der Vergleich jedoch um. Unter B gibt es 81 + 1 = 82
Erfolge bei 90 + 10 = 100 Personen; unter B¢ gibt es 19 + 16 = 35 Erfolge bei 20 + 80 = 100
Personen. Also
P(A| B) = <2 — 082> —2 — 0,35 = P(A | BY).
100 100

Der Grund fiir die Umkehrung ist die sehr unterschiedliche Zusammensetzung: B kommt Gber-
wiegend in der erfolgsstarken Gruppe C; vor, B¢ iiberwiegend in der erfolgsschwachen Gruppe
Cs. Das Vermischen dieser Gruppen verdeckt daher die beiden Vergleiche innerhalb der Grup-

pen. |

1.7 Satz von Bayes

Satz 1.7.1 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit)

Sei (A;)F_, eine Zerlegung von Q mit P(A;) > 0 fur alle i. Dann gilt:

k
P(B) = S P(B| 4)-P(4).

i=1
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Beweis. Schritt 1: Zerlegung von B. Da A4, ..., A, eine Zerlegung von 2 bilden, gilt Ule A; = Qund
A; N Aj = 0 flr i # j. Schnitt mit B liefert:

B =Bna =BnJ4 = [JBn4)

Die Mengen B N A; sind paarweise disjunkt, denn fiir i # j:

(BNA;)N(BNAj)=BnN(4NAj))=Bn0=0.

Schritt 2: o-Additivitat. Da die B N A; disjunkt sind, liefert das dritte Kolmogorov-Axiom:

i=1 i=1

k k
P(B) = P(U(BﬂAQ) = > P(BNA4;).

Schritt 3: Multiplikationsregel. Da P(4;) > 0 fur alle 4, ist P(B | A4;) definiert und es gilt:
P(BNA;) = P(B[A;)-P(A).

Einsetzen in Schritt 2 ergibt:
k

P(B) = Y P(B|A;)-P(4). |
=1

Bemerkung 1.7.1 (Derselbe Gedanke, nur feiner zerschnitten)

Die Schritte 1 und 2 dieses Beweises sind wortgleich die Schritte von Checkerbox 1.3.2: erst
das interessierende Ereignis entlang einer Zerlegung von 2 aufschneiden, dann die disjunkten
Stuicke addieren. Dort bestand die Zerlegung aus der grobstmadglichen Wahl — einem Ereignis
und seinem Komplement, also zwei Fallen. Hier sind es & Falle. Neu ist allein Schritt 3: Weil
inzwischen die bedingte Wahrscheinlichkeit zur Verfligung steht, Iasst sich jeder Summand
P(BN A;)als P(B | A;) - P(A;) schreiben — und erst dadurch wird aus der Zerlegungsformel ein
Rechenwerkzeug.

Satz 1.7.2 (Satz von Bayes)

Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt fur P(B) > 0

P(B | A;) - P(A:)

HAl B = b5 4,)- Ay

Beweis. P(A; | B) =P(A; N B)/P(B) = P(B | A;)P(A;)/P(B). Der Nenner ist das Gesetz der totalen
Wabhrscheinlichkeit. [ |
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Bemerkung 1.7.2

P(A;) heillt A-priori-Wahrscheinlichkeit (Prior), P(4; | B) heilt A-posteriori-Wahrscheinlichkeit
(Posterior). Bayes beschreibt, wie neue Information B unsere Uberzeugung iiber A; aktualisiert.

Korollar 1.7.3 (Bayes fiir zwei Ereignisse)
FirP(A),P(B) > 0 gilt

P(B|A) P(A)
(B|A)-P(A)+P(B| A°) - P(A)

P(4|B) =3

Beweis. Die beiden Ereignisse A und A€ bilden eine Zerlegung von €2: Sie sind disjunkt, ihre Vereinigung
ist Q, und wegen 0 < P(A) < 1 - was aus P(A) > 0und P(B) > 0 zusammen mit P(B | A°)
stillschweigend vorausgesetzt ist — haben beide positive Wahrscheinlichkeit. Der Satz von Bayes mit
k=2 A4; = Aund A, = A° liefert unmittelbar

P(B | A) - P(A)
(B|A)-P(A) +P(B | A°) - P(A°)’

B(A|B) =

Der Nenner ist dabei nichts anderes als das Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit fiir die Zerlegung
{A, A}, also P(B). |
Beispiel 1.7.1 (Medizinischer Test — Basisraten-Paradoxon)

Situation. Ein diagnostischer Test auf die Krankheit D ist technisch nahezu perfekt:

P(+| D) =0,993,  P(— | D) = 0,9999.
~——— ~——

Sensitivitat Spezifitat

Die Krankheit ist jedoch extrem selten:
P(D) = 0,0001 (1von 10000 Personen ist krank).

Gesucht: P(D | +) — die Wahrscheinlichkeit, tatsdchlich krank zu sein, gegeben ein positives
Testergebnis.

Schritt 1: Alle vier Testausgange. Aus den gegebenen GrofRen ergibt sich das vollstandige Bild:

P(+ | D) = 0,9930 (richtig positiv — Sensitivitat)
P(— | D) = 0,0070 (falsch negativ)
P(— | D) = 0,9999 (richtig negativ — Spezifitat)
P(+ | D) = 0,0001 (falsch positiv — Rate = 1— Spezifitat)
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Schritt 2: Gesamtwahrscheinlichkeit eines positiven Tests. Mit dem Gesetz der totalen Wahr-
scheinlichkeit (Satz 1.7.1, Zerlegung { D, D¢} von Q):

P(+) =P(+ | D)P(D) + P(+ | D) P(D°)
=0,9930 x 0,0001 + 0,0001 x 0,9999
=0,0000993 + 0,000099 99
=0,00019929 ~ 0,000 199 3.

Damit sind von 10 000 zufallig getesteten Personen im Schnitt ~ 2 positiv getestet — je etwa
eine davon krank, eine gesund aber falsch positiv.

Schritt 3: Satz von Bayes (Korollar 1.7.3).
P(+ | D) P(D)
P(+)

~ 10,9930 x 0,0001
~0,0001993

~0,0000993
~0,0001993

P(D | +) =

~ 0,498. (1.1)

Ergebnis

Trotz Sensitivitat 99,3 % und Spezifitat 99,99 % ist die Wahrscheinlichkeit, bei positivem
Befund tatsachlich krank zu sein, nur ~ 50 %.

Beispiel 1.7.2 (Medizinischer Test - Fortsetzung)

Warum? - Natiirliche Haufigkeiten. Betrachte eine Referenzpopulation von 1 000 000 Personen:

Test+ Test—  Gesamt
Krank (D) 99 1 100
Gesund (D°) 100 999800 999 900
Gesamt 199 999801 1000000

Von den 199 positiv Getesteten sind 99 tatsachlich krank — also 99/199 ~ 49,7 %. Die 100 falsch
positiven Gesunden entstehen, weil die Spezifitatsliicke von 0,01 % auf die riesige Gruppe der
999 900 Gesunden wirkt. Der entscheidende Faktor: die Pravalenz. Schreibt man den Bayes-
Quotienten explizit aus, wird sichtbar, warum die Basisrate dominiert:

P(DI+) _ P(+ | D) - P(D)
P(De | +) P(+ | D) P(De)

——
Likelihood-Ratio = 9930  Prior-Odds ~ 0,0001
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Die Likelihood-Ratio LR = 0,993/0,0001 = 9930 ist eindrucksvoll. Aber die Prior-Odds sind
0,0001/0,9999 ~ 1:10 000. Das Produkt 9930 x 0,0001 ~ 0,993 liefert Posterior-Odds nahe 1 : 1,
alsoP(D | +) ~ 50 %.

Basisraten-Paradoxon. Das Basisraten-Paradoxon (base rate neglect) beschreibt den kognitiven
Fehler, die Pravalenz P(D) zu ignorieren und stattdessen P(D | +) ~ P(+ | D) zu setzen - hier
eine Uberschatzung um den Faktor ~ 2. In der Medizin fiihrt das zu:

« falscher Panik nach positivem Befund bei Screening-Tests,
« Uber-Diagnose und unnétigen Folgeuntersuchungen,

 systematischer Fehlkalibrierung arztlicher Urteilskraft.

Sensitivitatsanalyse: Einfluss der Pravalenz. Die Formel

p1-T
P(D | +)= , =P+ | D), =P(+ | D%, n =P(D
(D]+) = =, p1=B(+|D), pp =B(+| D), 7 = B(D)

zeigt: Mit steigender Pravalenz = wachst P(D | +) rasch.

Pravalenzm P(D | +)

0,01%  ~50%
0,1% ~91%
1% ~ 99 %
10% =~999%

Bei gezielter Testung einer Risikogruppe (hoheres ) ist der pradiktive Wert dramatisch besser -
derselbe Test, deutlich verlasslichere Aussage. Screening-Programme fiir seltene Krankheiten
erfordern deshalb zwingend eine Vorselektion oder einen Bestatigungstest.

Checkerbox 1.7.1 (Seltener Krankheitstest)

Ein Test auf eine seltene Krankheit D hat eine Sensitivitat von 95 % und eine Spezifitat von 90 %.
Die Pravalenz betragt P(D) = 0,001. Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit P(D | +), tatséachlich

krank zu sein, wenn der Test positiv ausfallt?
Ubersetze Sensitivitat und Spezifitat zunachst in bedingte Wahrscheinlichkeiten und verwende
dann den Satz von Bayes.

Beweis. Sensitivitat 95 % bedeutet
P(+ | D) = 0,95.

Spezifitat 90 % bedeutet P(— | D¢) = 0,90; die Rate falsch positiver Tests unter Gesunden ist

daher
P(+ | D¢) =1 — 0,90 = 0,10.




1 Ereignisse und Wahrscheinlichkeit

Auferdem gilt P(D) = 0,001 und P(D¢) = 0,999. Mit Bayes folgt

P(+ | D)P(D)
(+ | D)P(D) + P(+ | D)P(D?)
B 0,95 - 0,001
0,950,001 4+ 0,10 - 0,999
_0,00095
~0,10085

P(D|+) =5

~ 0,00942.

Somit betragt die gesuchte Wahrscheinlichkeit nur ungefahr 0,942 %. Die hohe Zahl falsch
positiver Tests entsteht, weil die Krankheit sehr selten ist und die Fehlalarmrate von 10 % auf
die grolRe Gruppe der Gesunden wirkt. [ |

Beispiel 1.7.3 (E-Mail-Klassifikation — Bayes’scher Spam-Filter)

Situation. E-Mails werden in drei disjunkte Kategorien eingeteilt, die eine Zerlegung von (2 bilden:
A = Spam, A, = niedrige Prioritat, A3 = hohe Prioritat,
mit den Priorwahrscheinlichkeiten (Basisraten aus historischen Daten):
P(A1) =0,7, P(4A3) =0,2, P(A43)=0,1.
Das Schliisselwort B = ,enthalt das Wort ,frei tritt kategorienabhangig auf:
P(B | A1) =0,9, P(B | A3) =P(B | A3) = 0,01.
JFrei” ist also ein starkes Spam-Signal: Es erscheint in 90 % aller Spam-Mails, aber nur in 1% der
legitimen Mails.
Schritt 1: Totale Wahrscheinlichkeit von B. Mit Satz 1.7.1 und der Zerlegung {A;, A2, A3}:
P(B) = P(B | A))P(A1) + P(B | A2)P(A2) + P(B | A3)P(43)
=0,9x0,7 + 0,01 x0,2 + 0,01 x0,1
= 0,630 + 0,002 + 0,001
= 0,633.
Von allen E-Mails enthalten also 63,3 % das Wort ,frei“ — dominiert vom Spam-Anteil 0,630.

Schritt 2: Satz von Bayes fiir alle drei Kategorien.
P(B | 4:) P(4:)

; = =1 .
P(4; | B) P(B) , =123
Kategorie P(B | A;)-P(A4;)) P(A; | B) Interpretation
0,630

ArSpam 0.9 x0.7=0630 oo ~09953  99.5% Spam

0,002

0,633
0,001

0,633

Ay niedrig 0,01 x 0,2 = 0,002 ~ 0,0032 0,3%

As hoch 0,01 x 0,1 = 0,001 ~ 0,0016 0,2%

Summe 0,633 1,0000
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Ergebnis

0,630

0,633

Eine E-Mail mit dem Wort ,frei” ist mit 99,5 % Wahrscheinlichkeit Spam.

P(A; | B) = ~ 0,995.

Beispiel 1.7.4 (Fortsetzung)

Warum so eindeutig? — Likelihood-Ratio. Das Verhaltnis der Spam-Evidenz gegeniiber dem
Nicht-Spam-Durchschnitt:

P(B|A) 09

= = 90.
P(B|A3) 0,01

LR =

Das Wort ,frei” ist 90-mal haufiger in Spam als in legitimen Mails — ein extrem starkes diagno-
stisches Signal. Kombiniert mit dem bereits hohen Prior P(4;) = 0,7 bleibt kaum Raum fur
Zweifel.

Bayes'sche Filterlogik. Praxissysteme verallgemeinern dieses Prinzip auf n Schliisselworter
Bi, ..., B,. Unter der — vereinfachenden — Naive-Bayes-Annahme bedingter Unabhangigkeit der
Worter gegeben die Kategorie gilt:

P(Al‘Bl,..., n OC]P’Al H B ‘Al

Jedes neue Wort multipliziert einen weiteren Likelihood-Faktor hinzu — das Posterior wird iterativ
durch eingehende Evidenz aktualisiert. Trifft die Unabhangigkeitsannahme nicht exakt zu, bleibt
das Verfahren in der Praxis dennoch leistungsfahig; die Klassifikationsgrenzen bleiben stabil,
auch wenn die absoluten Wahrscheinlichkeiten verzerrt sind.

1.8 o-Algebren

Wir holen die zu Kapitelbeginn angekiindigte Prazisierung der Ereignisklasse A nach. Ist Q grof3
(z.B. © = R), kann man nicht jeder Teilmenge eine Wahrscheinlichkeit zuordnen - das fiihrt auf
messtheoretische Widerspriiche (Vitali-Mengen). Man beschrankt sich auf eine geeignete Klasse von
Mengen.

Definition 1.8.1 (o-Algebra)

Eine Familie A von Teilmengen von 2 heil3t o-Algebra, falls:
1. De A,
2. Ac A = A°e A (Abgeschlossenheit unter Komplementbildung),

3. A1, Ay,...e A = |2, A € A (Abgeschlossenheit unter abzéhlbaren Vereinigungen).
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Die Mengen in A heiBen messbar. Das Paar (€2, A) heillt messbarer Raum, das Tripel (2, A4, P)
heilt Wahrscheinlichkeitsraum.

Unmittelbare Folgerungen. Die drei Axiome erzwingen weitere Stabilitat:

e Qe AdennQ =0°und 0 € A.
 Abzéhlbare Durchschnitte: Aus A; € A folgt (2, A; € A, denn

A = <G Ag) .
1=1 i=1

o Endliche Operationen: Jede o-Algebra ist insbesondere abgeschlossen unter endlichen Vereinigun-
gen, Durchschnitten und Differenzen A\ B = AN B°.

DL

Beispiel 1.8.1 (Kanonische o-Algebren)

Drei Standardbeispiele fiir Q2 beliebig:

1. Triviale o-Algebra: A = {(), Q}. Kleinstmdgliche o-Algebra; kein Ereignis aulRer dem sicheren
und dem unmaglichen ist messbar.

2. Potenzmenge: A = P(Q). GroRtmogliche o-Algebra; jede Teilmenge ist messbar. Fiir
Uberabzahlbares Q ist P auf P(£2) im Allgemeinen nicht konsistent definierbar.

3. Von & erzeugte o-Algebra: o(€) ist der Durchschnitt aller o-Algebren, die £ enthalten — also
die kleinste o-Algebra mit £ C o(€).

Borel-o-Algebra B(R). Fur 2 = R wéhlt man
B(R) := o({offene Mengen in R}),
die kleinste o-Algebra, die alle offenen Mengen enthalt. Aquivalente Erzeuger sind:
B(R) = o({(a,b) : a < b}) = o({(—00,b] : b € R}) = o({[a,b] : a < b}).

Alle in der Analysis vorkommenden Mengen — offene, abgeschlossene und kompakte Mengen, Fol-
gengrenzwerte, F,,- und Gs-Mengen — sind Borel-messbar. Nicht Borel-messbare Mengen existieren
zwar (Vitali 1905), sind aber nicht explizit konstruierbar.

Warum nicht einfach P(IR)? Auf R existiert keine Funktion P: P(R) — [0, 1], die gleichzeitig
o og-additiv,
« translationsinvariant (P(A + t) = P(A)),
 normiert (P([0,1]) = 1)

erfillt (Vitali-Konstruktion mit Auswahlaxiom). Die Einschréankung auf B(R) umgeht diesen Wider-
spruch: Das Lebesgue-Mal erfiillt alle drei Bedingungen auf B(R).

Ubertragung auf R”. Fiir multivariate Zufallsvariablen verwendet man

B(R") = o({U CR": U offen}) = B(R)®",
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wobei ® das Produkt-c-Algebra-Symbol bezeichnet. Die offenen Rechtecke (a1,b1) X -+ x (an, by)
bilden gemeinsam einen Erzeuger: Ihre Gesamtheit erzeugt B(R™), ein einzelnes Rechteck dagegen
nur die vier Mengen (), es selbst, sein Komplement und R".

Vom messbaren Raum zum Maf}

Eine o-Algebra legt fest, welche Mengen man messen darf — noch nicht, wie groB3 sie sind. Diese
zweite Zutat ist das Mal3. Wir haben mit P bereits eines kennengelernt, allerdings in normierter
Form. Die allgemeine Fassung brauchen wir spater an mehreren Stellen: beim Carathéodoryschen
Erweiterungssatz in Abschnitt 2.12 und beim Satz von Radon-Nikodym, der die Existenz des bedingten
Erwartungswerts tragt.

Definition 1.8.2 (o-Additivité&t)

Sei A eine o-Algebra lber Q. Eine Mengenfunktion p: A — [0, oo] heiBt o-additiv (gleichbe-
deutend: abzahlbar additiv), wenn fiir jede Folge paarweise disjunkter Mengen A, A5,... € A

gilt . N
M(U Ai) = u(A).
=1 =1

Fordert man die Gleichung nur fiir endlich viele disjunkte Mengen, heil3t ;. endlich additiv.

Bemerkung 1.8.1 (Warum die Reihenfolge keine Rolle spielen darf)

Die linke Seite kennt keine Reihenfolge — eine Vereinigung andert sich nicht, wenn man die A;
anders aufzahlt. Die rechte Seite ist eine Reihe, und Reihen sind sehr wohl reihenfolgeabhangig.
Damit die Definition Gberhaupt widerspruchsfrei ist, muss die Summe also umordnungsstabil
sein.

Fir 1 > 0 bekommt man das geschenkt: Eine Reihe mit nichtnegativen Gliedern hat in [0, o]
stets denselben Wert, gleichgiiltig in welcher Reihenfolge man summiert. Sobald negative Werte
zugelassen sind — beim signierten Mal} in Definition 3.5.2 —, gilt das nicht mehr, und man muss
absolute Konvergenz zusatzlich fordern. Der Riemannsche Umordnungssatz zeigt, warum: Eine
nur bedingt konvergente Reihe lasst sich durch Umordnen auf jeden beliebigen Wert bringen.

Definition 1.8.3 (Mal} und Malraum)

Sei (§2,.A) ein messbarer Raum. Eine Funktion
p: A — [0, o0]
heilRt MaB, falls
1. u(@) =0,
2. p ist o-additiv im Sinne von Definition 1.8.2.

Das Tripel (2, A, 1) heift MaBraum.
Ein Mal} heil3t endlich, falls 1(€2) < oo, und o-endlich, falls es Mengen Q;, s, ... € A gibt mit
Q= J; Qi und p(Q;) < oo fir alle .
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Bemerkung 1.8.2 (Wahrscheinlichkeit ist der normierte Spezialfall)

Der Vergleich mit Definition 1.3.1 lohnt sich, weil er zeigt, wie wenig neu ist: Nichtnegativitat und
o-Additivitat stehen dort wortlich genauso. Ein WahrscheinlichkeitsmaR ist genau ein Ma} mit
() = 1. Umgekehrt ist () = 0 dort eine Folgerung aus der Normierung, hier dagegen eine
Forderung — ohne p(92) = 1 lasst sie sich nicht mehr herleiten.

Der substanzielle Unterschied ist der Wertebereich [0, oo]: Ein Mal darf unendlich sein. Das
Lebesgue-Mal A misst A(R) = oo, ist aber o-endlich wegen R = | J,,[—n, n] — genau dafir ist
dieser Begriff da. Weitere Standardbeispiele sind das ZahlmaB ;(A) = |A| und das Dirac-Mal}
duo (A) = I{woeA}-

Aus Satz 1.3.2 Ubertragt sich alles, dessen Beweis ohne die Normierung auskommt: die Monoto-
nie A C B = u(A) < u(B) und die endliche Additivitat. Die Komplementregel P(A¢) = 1 — P(A)
dagegen nicht — fur x(2) = oo waére sie sinnlos.



KAPITEL 2

Zufallsvariablen

2.1 Einfiihrung

In der Wahrscheinlichkeitstheorie arbeiten wir mit einem abstrakten Ergebnisraum (2, dessen Elemente
nicht einmal Zahlen sein missen (Minzwurf: Q = {K, Z}). In der Statistik dagegen haben wir konkrete
Daten — Zahlen, mit denen wir rechnen wollen. Die Zufallsvariable ist das Bindeglied zwischen beiden
Welten: Sie ibersetzt abstrakte Ergebnisse in reelle Zahlen.

Definition 2.1.1

Eine Zufallsvariable ist eine (messbare) Abbildung X : O — R, die jedem Ergebnis w eine reelle
Zahl X (w) zuordnet.

Ab einem gewissen Punkt wird © in den meisten Darstellungen kaum noch erwahnt, und man arbeitet
direkt mit Zufallsvariablen. Man sollte jedoch im Hinterkopf behalten, dass der Ergebnisraum stets
vorhanden ist.

Was ist eine Zufallsvariable — anschaulich?

Eine Zufallsvariable X libersetzt ein zufélliges Ereignis w € Q2 in einen beobachtbaren Wert, mit dem
wir rechnen konnen:

X : Q — R (oderin einen anderen messbharen Raum).

Beispiel 2.1.1 (Wiirfelwurf)

Q= {1,2,3,4,5,6} (hier sind die Elemente schon Zahlen). Zufallsvariable X (w) = w — X ist
einfach die Augenzahl. Beim 100-fachen Wiirfeln erhalten wir eine Liste von beobachteten
Werten z1,...,z100 (z.B. 3,5, 1, ...). Das sind Realisierungen von X.

Beispiel 2.1.2 (Miinzwurf)

Q) = {Kopf, Zahl}, Zufallsvariable X: Kopf — 1, Zahl — 0. Jetzt kdnnen wir mit Zahlen rechnen
(Erwartungswert, Varianz usw.). Daten: eine Sequenz von Oen und Ten.

29



30 2 Zufallsvariablen

Beispiel 2.1.3 (Kdrpergréle in einer Population)

Das ,Experiment” ist: wahle zuféllig eine Person aus. 2 ist extrem komplex (alle genetischen
und umweltbedingten Faktoren). Zufallsvariable X (w) = KérpergroRe dieser Person in cm. Wir
beobachten nur die Werte von X (z.B. 171,168, 182,...), den zugrunde liegenden Ergebnisraum
Q sehen wir nie direkt.

Warum ist die Zufallsvariable so wichtig fiir Statistik und Data Mining?

» Sie ermdglicht es, Wahrscheinlichkeiten auf die Daten zu iibertragen: P(X < 170) statt
P(Ereignis ,Person < 170 cm®).

« Alle statistischen Konzepte (Erwartungswert, Varianz, Verteilung, Konfidenzintervalle, Hypothesen-
tests, Regression, Clustering, ...) sind auf Zufallsvariablen definiert.

« Unsere Daten sind nichts anderes als beobachtete Realisierungen (Samples) einer oder mehrerer
Zufallsvariablen — meist als unabhangig und identisch verteilt (iid) modelliert.

Zusammengefasst: Ergebnisraum und Ereignisse liefern das theoretische Fundament der Wahrschein-
lichkeit. Die Zufallsvariable ist die Briicke, die dieses Fundament mit den tatsachlichen Daten verbindet,
mit denen Statistik und Data Mining arbeiten.

Bemerkung 2.1.1 (Messbarkeit — technische Voraussetzung)

Streng genommen muss eine Zufallsvariable messbar sein: fiir jede Borel-Menge B C R muss
X~YB) = {w: X(w) € B} ein Ereignis sein, also in der o-Algebra A liegen (vgl. §1.8). In der
Praxis ist diese Bedingung fr alle in der Statistik vorkommenden Abbildungen erfiillt.

Beispiel 2.1.4

Zehnmaliger Minzwurf. Sei X (w) die Anzahl der Kopfe. Firw = KKZKKZKKZZ ist X (w) =
6.

Beispiel 2.1.5

Sei Q = {(z,y) : #2 + y? < 1} die Einheitskreisscheibe und w = (z, y) ein zufalliger Punkt. Dann
sind X (w) =7, Y(w) =y, Z(w) = x + y und W(w) = 22 + y? allesamt Zufallsvariablen.
Fir eine Zufallsvariable X und eine Borel-Menge A C R definieren wir
PX€A)=P{we: X(w)€A}), PX=21)=P{Hw: X(w)=u2}).

Beachte: X ist die Zufallsvariable, = ein konkreter Wert.
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Beispiel 2.1.6

Zweimaliger Minzwurf, X = Anzahl Kopfe:

w  P{w}) X(w)

z P(X =ux)
YA 1/4 0

0 1/4
ZK 1/4 1

1 1/2
KZ 1/4 1

2 1/4
KK 1/4 2

2.2 Verteilungsfunktionen und Wahrscheinlichkeitsfunktionen

Definition 2.2.1

Die kumulative Verteilungsfunktion (cdf) ist Fix(z) = P(X < x).

Die cdf enthalt alle probabilistischen Informationen Giber X. Oft schreiben wir kurz F' statt F'x.

Beispiel 2.2.1

Zweimaliger fairer Minzwurf, X = Anzahl Kopfe:

0 x <0,
1/4 0<z<1,
3/4 1<z<2,
1 x > 2.

Fx<$) =

Die Funktion ist rechtsstetig, monoton nichtfallend und fiir alle z € R definiert.

Satz2.2.2

Haben X die cdf F und Y die cdf G mit F'(x) = G(z) fur alle z, soist P(X € A) =P(Y € A) fir
alle Borel-Mengen A.

Beweis. Fir A = (—oo,z] ist P(X € A) = F(z) = G(z) = P(Y € A). Da solche Intervalle die
Borel-o-Algebra erzeugen, folgt die Aussage durch Standardargumente der Mal3theorie. [

Satz 2.2.3 (Charakterisierung von Verteilungsfunktionen)

Eine Funktion F': R — [0, 1] ist genau dann eine cdf, wenn sie
1. monoton nichtfallend ist: x; < zo = F(z1) < F(x2),
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2. normiert ist: lim,_, o, F'(z) =0, lim,_,» F(z) =1,

3. rechtsstetig ist: F'(z) = lim,, F(y).

Beweis. (=) Sei F(xz) = P((—o0,x]). Monotonie folgt aus (—oo, 1] C (—o0,x2]. Normierung aus
P(R) = 1, P(0) = 0. Rechtsstetigkeit: Fir z,, | x ist (—o0, z,] | (—o0, z]; Stetigkeit von P liefert das
Resultat.

(<) Definiere 1((a, b)) :== F(b) — F(a). Die Rechtsstetigkeit garantiert o-Additivitat. Der Erweiterungs-
satz von Carathéodory liefert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmal P auf B(R) mit P((—oo, z]) =
F(x). [ |

Diskrete Zufallsvariablen

Definition 2.2.4

X ist diskret, falls sie abzahlbar viele Werte {1, z2, . ..} annimmt. Die Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion (pmf) ist fx(z) = P(X = z).

Lemma 2.2.5
Fir eine diskrete Zufallsvariable X mit Wertebereich {z1, 25, ...} gilt:
1> fx(z) =1,

2. Fx(z) =P(X <z)=}, <, fx(zi)-

Beweis. (1) Die Ereignisse {X = z;} fliri = 1,2,... bilden eine Partition von Q) (paarweise disjunkt,
Vereinigung = ). Mit Axiom 3:

1=P(Q) = IP(U{X = m) =) P(X =) =) fx(z)
=1 i=1 =1

(2) Das Ereignis { X < z} ist die disjunkte Vereinigung aller {X = z;} mit z; < x:

Fx(z) IP’( U {x xi}) =) fx(@). |

r; <z z;<x
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Labbox 2.2.1 (Struktur der Beweisfiihrung)

Definition
X diskret

fx(@) = P(X = 2)

.

Eigenschaft 1 Eigenschaft 2
{X = z;} sind UlX =z} =0
paarweise disjunkt Axiom 3
Additivitat fur
disjunkte
Ereignisse

Resultat 2
Resultat 1 Fx(z) =
Yuifx(z) =1 > wi<a [x (@)

Beide Teile des Lemmas laufen ber dieselbe Stelle: Die Ereignisse {X = z;} sind paarweise disjunkt,
deshalb greift die o-Additivitat. Unterschiedlich ist nur, wie weit die Vereinigung reicht — ganz € in Teil (1),
der Abschnitt {X < x} in Teil (2).

Labbox 2.2.2 (Beziehung zwischen pmf und cdf)

m

PMF: fx(x) Summation CDF: Fix(x)
fx (@) =P(X = ) Fx(z) =P(X < x)
Werte an einzelnen Kumulative Summe
Punkten z; Do <n Ix(20)

Die beiden Pfeile sind nicht gleichwertig. Das Aufsummieren nach rechts funktioniert fir jede diskrete
Variable. Der Riickweg lber die Sprunghdhen Fx (z) — Fx(«~) funktioniert nur, solange es Spriinge gibt:
Bei stetigen Variablen sind alle diese Differenzen null, und eine pmf tragt dort keine Information mehr.
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Labbox 2.2.3 (Axiomatische Struktur)

Axiom 3
Additivitat

Disjunkte Disjunkte
Ereignisse Vereinigung
{X =z} {X <z}

2 fx (@) =1

[FX(:U) — e fx(:ci)]

Resultat 1 die linke Seite der Gleichung bei.

Beispiel 2.2.2 (Zweimaliger fairer Miinzwurf, X = Anzahl Képfe)

Wertebereich: {0, 1,2}. PMF:

z 0 1 2
fx(x) § 3 1

Verifikation von Lemma (1):

CDF aus Lemma (2):

Fx(0) = fx(0) =,
Fx(1) = fx(0)+ fx(1)=1+3 =3,
Fx(2) = fx(0) + fx(1) + fx(2) =1

2 Zufallsvariablen

Der Baum zeigt, woran beide Resultate hangen: an der o-Additivitat. Die Diskretheit von X liefert nur die
disjunkte Zerlegung, die das Axiom liberhaupt anwendbar macht; die Normierung P(Q2) = 1 steuertin
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Labbox 2.2.4 (PMF und CDF beim zweifachen Miinzwurf)

fx () Fx(x)
1 1 ——
= °
’ 1 —
% ° ° i —o

— ° ° T — T
0 1 2 0 1 2
PMF CDF

Rechts steht die aufsummierte Fassung von links: Jede Stufenhohe der Treppe ist genau eine Balkenhohe
des linken Bildes. Die ausgefiillten Punkte sitzen am oberen Ende der Stufe — F'y ist rechtsstetig, der
Wert an der Sprungstelle gehort zum héheren Ast.

Stetige Zufallsvariablen

Definition 2.2.6

X ist stetig, falls es eine Funktion fx > 0 mit [~ fx(x)dz = 1 gibt, sodass
P(X €A = / fx(z)dx firjede Borel-Menge A C R.
A

fx hei3t Dichte (pdf).

Fir stetige Zufallsvariablen gilt P(X = z) = 0 fur alle 2 und

Fx(x) = /z fx@)dt, fx(z) = F(z) (wo differenzierbar).

Beispiel 2.2.3

X ~ Uniform(0,1) hat fx(z) =1firO0 <z < 1lund Fx(z) =z fir0 <z < 1.

Beispiel 2.2.4

Sei fx(x) =322 fir0 < 2 < 1. Dann Fx(z) = 2> fir0 < = < 1,und

0,5
P(X € [0,1, 0,5]) = / 322 dx = 0,5° — 0,1° = 0,124.
0,1
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Lemma 2.2.7

Sei F die cdf von X. Dann: (i) P(X = z) = F(z) — limys, F(y), (i) P(x < X <y) = F(y) — F(z),
(i) P(X > z) =1— F(x), (iv) ist X stetig, so P(X = z) = 0 fiir alle z.

Beweis. (i) Da F' monoton nichtfallend ist, existiert der linksseitige Grenzwert und stimmt fiir jede
streng wachsende Folge y,, 1 = mit lim,, F'(y,,) Uberein. Fur eine solche Folge gilt

{ngl}C{XSyQ}C"'v U{ngn}:{X<$}7

n=1

dennw liegt genau dannin einem der Ereignisse, wenn X (w) < y,, < z fir ein n gilt, und umgekehrt wird
jedes X (w) < x von einem y,, Uberholt. Die Stetigkeit von Wahrscheinlichkeiten liefert lim,, F(y) =
P(X < x). Wegen der disjunkten Zerlegung {X < z} = {X <z} U{X = z} folgt

PX=z)=PX <z)-PX <z)=F() —li{nF(y).

(i) Firz < yist {X <z} C {X <y} und {X <y} = {X <z} U{zr < X <y} ist eine disjunkte
Zerlegung. Additivitat liefert F(y) = F(z) + P(z < X <y).

(iii) {X > x} ist das Komplement von {X < z},also P(X > z) =1 — F(x).

(iv) Ist X stetig mit Dichte fx, so gilt nach Definition P(X € A) = fA fx(t) dt fur jede Borel-Menge
A. Fir die einpunktige Menge A = {z} verschwindet dieses Integral, also P(X = z) = 0. Nach (i)
bedeutet das zugleich, dass F' in jedem Punkt linksstetig und wegen der Rechtsstetigkeit damit stetig
ist. [ |

Definition 2.2.8

Die Quantilfunktion ist '~!(q) = inf{x : F(x) > ¢} furq € [0,1].

Verteilungs- und Quantilfunktion ibersetzen zwischen einer gegebenen Verteilung und der Gleichver-
teilung. Diese Beziehung ist insbesondere fiir die Simulation von Zufallsvariablen grundlegend.

Checkerbox 2.2.1 (Wahrscheinlichkeitsintegraltransformation)

(a) Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. Zeige, dass U = F(X) auf
(0,1) gleichverteilt ist.

(b) Seiumgekehrt U ~ Uniform(0,1) und Y = F~1(U). Zeige, dass Y die Verteilungsfunktion
F besitzt; hier ist keine Stetigkeit von F' erforderlich.

(c) Erklare anhand eines Gegenbeispiels, weshalb die Aussage aus (a) ohne Stetigkeitsannahme
im Allgemeinen falsch ist.

Beweis. (a) Seiu € (0,1). Da F stetig und monoton nichtfallend ist und an den Randern gegen
0 bzw. 1 konvergiert, nimmt F' den Wert « an. Setze

x, =sup{z € R: F(z) < u}.
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Aus Stetigkeit und Monotonie folgt F'(x,) = u. Nach der Definition des Supremums gilt auch
dann, wenn F auf einem Intervall konstant gleich w ist,

[P(X) < u} = {X < ).
Folglich
PU <u)=PF(X) <u)=P(X <z,) = F(zy) = u.

Dies ist die Verteilungsfunktion von Uniform(0, 1).
(b) Nach der Definition der Quantilfunktion gilt fiir v € (0,1) und x € R die Aquivalenz

Flu)<z <<= u<F(x).

Daher
P(Y <z)=PFEYU) <z)=PU < F(z)) = F(x).

Somit besitzt Y die Verteilungsfunktion F'.
(c) Ohne Stetigkeit kann die Behauptung aus (a) scheitern. Ist etwa X ~ 4,, so gilt F(X) =
F(a) = 1 fast sicher; die transformierte Variable ist dann nicht gleichverteilt. [ |

2.3 Wichtige diskrete Verteilungen

Diskrete Gleichverteilung

Definition 2.3.1

Eine Zufallsvariable X ist auf den k verschiedenen Werten {x1, ..., z;} diskret gleichverteilt,
wenn

Ein fairer sechsseitiger Wirfel liefert das Standardbeispiel: X € {1,2,3,4,5,6} und P(X =1i) =1/6
fur jedes i.

Punktmasse (Dirac-Verteilung)

Definition 2.3.2

Eine Zufallsvariable X hat eine Punktmasse-Verteilung (auch Dirac-Verteilung), geschrieben
X ~ §,, falls
P(X =a) =1.

Die gesamte Wahrscheinlichkeitsmasse ist auf den einzelnen Punkt a konzentriert.

PMF:
1 fallsz =a,
fx(z) = {
0 sonst.
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CDF:

0 fallsz <a,
Fx(z) =

1 fallsz > a.

Beispiel 2.3.1

Eine Zufallsvariable X, die den Wert 5 mit Sicherheit annimmt, also X ~ §5:
o die ,zufallige” Wahl einer festen Zahl,

¢ eine Konstante als Zufallsvariable betrachtet,

e P(X =5)=1,P(X #5) =0.

Bemerkung 2.3.1 (Shannon-Entropie — Definition zur Einordnung)

Die Shannon-Entropie einer diskreten Zufallsvariable X mit pmf f ist

H(X) = *Zf(l‘i) log f(z:),

mit der Konvention 0log 0 := 0. Sie misst die mittlere Unsicherheit (bzw. den mittleren Infor-
mationsgehalt pro Beobachtung) und ist genau dann minimal, H(X) = 0, wenn die gesamte
Masse auf einem einzigen Punkt sitzt — also X ~ ¢,. Das Maximum H(X) = log k wird von
der diskreten Gleichverteilung auf £ Punkten angenommen. Die Wahl der Logarithmus-Basis (2:
Bits, e: Nats, 10: Dits) andert nur die Einheit.

Eigenschaften
e Erwartungswert: E[X| =«
e Varianz: Var(X) = 0 (keine Streuung)
o Entropie: H(X) = 0 (keine Unsicherheit — minimaler Wert, vgl. Bemerkung oben)

« Grenzfall: deterministische Variable (keine echte Zufalligkeit)
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Labbox 2.3.1 (PMF und CDF der Punktmasse ¢5)

fx(x) Fx(z)
1 o x_Gesamte 1 P
Masse
Sprung
6 T 0 O~ T
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
PMF: fx(x) CDF: Fix(x)

Der Extremfall: Die gesamte Masse sitzt auf einem einzigen Punkt, also hat die Treppe rechts genau eine
Stufe — und die springt gleich um die volle Héhe 1. Die grauen Punkte auf der Achse tragen nichts bei.

Labbox 2.3.2 (Punktmasse im Uberblick)

Determlnlstlsch Kelne Streuung
P(X =a) =1 Var =0
Punktmasse
bei a
Erwartungswert Keine Un-

E[X] = a sicherheit

H(X) =0

Die vier Aussagen stehen nicht nebeneinander, sondern hangen aneinander: Aus P(X = a) = 1 folgen
die drei ibrigen unmittelbar.
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Labbox 2.3.3 (Punktmasse, Bernoulli und diskrete Gleichverteilung)

f(z) f(z) f(z)
o
a 0 1
Punktmasse Bernoulli Diskret Uniform
S p=0,6 {1,2,3,4,5}

Von links nach rechts verteilt sich dieselbe Gesamtmasse 1 auf immer mehr Punkte. Die Balkenhohen
sind hier schematisch und zwischen den drei Bildern nicht vergleichbar; mafistablich wird der Vergleich
in Labbox 2.3.5.

Mathematische Eigenschaften im Detail

Eigenschaft Wert fiir ¢,
Tréager (Support) {a}
Erwartungswert E[X] =a
Varianz Var(X) =0
Standardabweichung ox =0
Schiefe (Skewness) nicht definiert
Kurtosis nicht definiert
MGF Yx(t) = e

Charakteristische Funktion ¢ (t) = e

Anwendungen

¢ Modellierung von Sicherheit: wenn ein Ereignis mit Sicherheit eintritt

Grenzfalle: Approximation durch sehr konzentrierte Verteilungen

Dirac-Delta-Funktion: stetige Verallgemeinerung in der Analysis

Bayes'sche Statistik: Prior-Verteilung bei exaktem Vorwissen

Anfangsbedingungen: Startpunkt in stochastischen Prozessen

Konvergenz zu Punktmasse

Betrachte eine Folge von Normalverteilungen mit schrumpfender Varianz:
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Labbox 2.3.4 (Normalverteilungen mit schrumpfender Varianz)

Dichte
oc—0

Konvergenz
Zu d, /

o2 = 0,05
04

a=4

Je kleiner o2, desto schmaler und hoher die Glocke; lbrig bleibt im Grenzfall der rote Strich bei a = 4.

Gemeint ist Konvergenz in Verteilung (Kapitel 5) — punktweise konvergieren die Dichten gerade nicht,
ihre Werte in « wachsen Uber jede Schranke.

Labbox 2.3.5 (PMF-Vergleich zur gleichen Hohenskala)

Wahrscheinlichkeit

e 1,0
[ ]
0,7
0,3
0,2
| I—I—I—l llertebereich
Punkt Bernoulli Binomial Uniform

Alle vier Verteilungen sind mit derselben Hohenskala gezeichnet: drei Einheiten entsprechen der Wahr-
scheinlichkeit 1. Die Punktmasse schopft sie mit einem einzigen Balken aus; bei den {ibrigen verteilt sich
dieselbe Gesamtmasse auf mehrere Balken, die deshalb niedriger ausfallen miissen.

Bernoulli-Verteilung
X ~ Bernoulli(p): X € {0,1} mitP(X =1) =pund P(X = 0) = 1 — p. Die pmf lautet
f(z) =p"(1 —p)t==, x € {0,1}.

Die Verteilung modelliert einen einzelnen Versuch mit den beiden Ausgangen Erfolg und Misserfolg;
ein fairer Miinzwurf entspricht p = 1/2.
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Binomialverteilung

X ~ Binomial(n, p): Summe von n unabhangigen Bernoulli(p)-Variablen.

n

P(X =k) = <k>pk(1 —p)" % k=0,1,...,n

Beispielsweise ist die Anzahl der Kopfe bei zehn Wiirfen einer fairen Miinze Binomial(10, 1/2)-verteilt.

Geometrische Verteilung

X ~ Geom(p): Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg. P(X = k) = p(1 — p)*~1, k = 1,2,... Beim
wiederholten Wiirfeln bis zur ersten Sechs gilt p = 1/6.

Poisson-Verteilung

X ~ Poisson(\): P(X = k) = e *\/k!, k = 0,1,2,... Approximiert Binomial(n, p) fur groRes n,
kleines p mit np ~ \. So kann X etwa die Zahl der Anrufe in einem Callcenter wahrend einer Stunde
modellieren; bei durchschnittlich vier Anrufen setzt man \ = 4.

Checkerbox 2.3.1 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung)

Sei \ > 0 fest und fir jede ganze Zahl n > ) sei X,, ~ Binomial(n, p,) mit p,, = \/n. Zeige fir

jedes feste k € Ny:
k
P(X,=k) — e_)‘%.

Damit wird die Poisson-Approximation fir groRes n und entsprechend kleines p,, bei np, = A
begriindet.

Beweis. Firn > max{k, A} gilt

S(Ee-D) e

Da & fest ist, konvergiert das endliche Produkt gegen 1. Ferner gelten

A\ A\ 7P
(1—) —s e und <1—> — 1.
n n

Multiplikation der Grenzwerte liefert

2.4 Wichtige stetige Verteilungen
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Gleichverteilung

X ~ Uniform(a, b): f(z) = ;= fira < z <b.

Normalverteilung

X ~ N(p,0?):

@) = <= e (—““‘“)) PeR

N(0,1) ist die Standardnormalverteilung mit cdf ®.

Exponentialverteilung

X ~ Exp(B): f(x) = ge~"/P fiir & > 0. Gedachtnislos: P(X > s+ [ X >s) = P(X > 1).

Checkerbox 2.4.1 (Ged&achtnislosigkeit der Exponentialverteilung)
Sei X ~ Exp(5) mit 8 > 0. Beweise fiir s, ¢t > 0:

PX>s+t|X >s)=P(X >1).

Beweis. Die Uberlebensfunktion der Exponentialverteilung ist fir z > 0

P(X > z) :/ ;e“/ﬂdu: e /8,

Da{X >s+t} C{X >s}undP(X > s) =e5/F >, folgt

P(X >s+1)
P(X > s)

. e_(s+t)/ﬁ

a 6_5/5

PX>s+t]| X >s)=

=P =P(X >t). [

Die Uhr startet gedanklich neu

Stelle dir X als Wartezeit bis zum nachsten Anruf vor. Bei 3 = 10 zeigt die Rechnung den
Neustart der Uhr unmittelbar:

P(X > 5) = e %° x~ 0,607 (zu Beginn),

e % 10,0821
e=2 ~ 0,1353

P(X >25|X >20) = ~ 0,607 (nach 20 Minuten).

Obwohl bereits zwanzig Minuten ohne Anruf vergangen sind, betragt die Chance, noch mindes-
tens fiinf weitere Minuten zu warten, weiterhin etwa 60,7 %. Diese Eigenschaft kennzeichnet die
Exponentialverteilung unter den stetigen Wartezeitverteilungen.

43
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Gamma-Verteilung

Fira > 0und 5 > 0 gilt X ~ Gamma(a, 8): f(z) = %, x > 0, wobei

I‘(a):/ te et at
0

die Gamma-Funktion ist.

Labbox 2.4.1 (Form und Skala der Gamma-Verteilung)

Formparameter o bei 5 =1 ~ Skalenparameter /3 bei o = 3
LL a=05 qg=—1- a=2-a=5 f(z =05 —B=1 =--pB=2
\
\

0.5t "~

Lesart. Links verdndert o die Form: Fiir o < 1 hauft sich die Masse nahe null, o = 1 liefert die Exponenti-
alverteilung, und mit wachsendem « wird die Dichte weniger rechtsschief. Rechts bleibt die Form gleich;
ein groReres 3 streckt die Verteilung horizontal und senkt dabei den Gipfel, denn die Flache unter jeder
Kurve bleibt 1.

Beweis. Fir ¢t < 1/ hat X ~ Gamma(«, 5) die momentenerzeugende Funktion

Mx(t) = 756‘;(@ /000 2 e (/B0 gy
1 —«
S T

Ist« =n € Nund sind Y1, ...,Y,, unabhédngig mit Y; ~ Exp(3), dannist My, (¢t) = (1 — 8t)~* und
My, soey, (1) = [[ My (1) = (1= )" = Mx (0).
i=1

Die Eindeutigkeit der mgf liefert X LY, +---+Y,.DadieY; die unabhéngigen Zwischenankunftszeiten
eines Poisson-Prozesses mit Rate 1/ sind, ist X die Wartezeit bis zum n-ten Ereignis.
Aus der momentenerzeugenden Funktion folgen

ML) =aB, ML) =ala+1)82  Var(X) = M{(0) — My (0)? = af.
Fir z > 0 folgt aus der Definition der Dichte
log f(z) = log(z*~') +log(e™*/?) —log(8*) — log ()
=(a—1)logx — % —alogf —logI'(«),

d a—1 1

G o8 ) =% =~ 5.

Fur o > 1 ist diese Ableitung vor 2 = (a — 1) positiv und danach negativ. Daher liegt dort das eindeutige
Maximum:

Modus(X) = (o — 1)5.
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Beta-Verteilung

X ~ Beta(a, f): f(x) = Dlats) M (1-2)f o<z <1

t-Verteilung und y2-Verteilung

X ~ t, mitv > 0 Freiheitsgraden besitzt die Dichte

(v +1)/2) A
f(x)_i\/ﬁf(yﬂ) <1+ 1/> , z € R.

Die Dichte der ¢-Verteilung nimmt in den Randbereichen langsamer ab als die Normaldichte; je kleiner
die Zahl v der Freiheitsgrade ist, desto starker ist dieser Effekt. Bei normalverteilten Daten entsteht
sie insbesondere beim Standardisieren mit geschatzter statt bekannter Streuung und konvergiert
fir v — oo gegen N(0, 1). Eine Zufallsvariable X ~ y?2 ist gamma-verteilt mit Parametern /2 und 2:
X2 = Gamma(v/2,2).

2.5 Bivariate Verteilungen

Definition 2.5.1

Die gemeinsame cdf ist Fy y (z,y) = P(X < z,Y <y).
Im diskreten Fall ist die gemeinsame pmf fx y (z,y) = P(X = z,Y = y). Im stetigen Fall heilt
eine nichtnegative Funktion fx y mit

//R2 fxy(z,y)dedy =1

gemeinsame pdf, wenn fiir jede Borel-Menge A C R? gilt

P(x.Y) €)= [[ fxviopdoay.

Beispiel 2.5.1 (Minimum und Maximum zweier Wiirfel)

Wir werfen zwei faire Wiirfel und setzen X gleich dem Minimum und Y gleich dem Maximum
der beiden Augenzahlen. Dann

Beispiel 2.5.2 (Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat)

Ist (X,Y) gleichverteilt auf [0, 1]?, so lautet die gemeinsame Dichte

1, 0<z<1l,0<y<l,
0, sonst.

fxy(z,y) = {
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2.6 Randverteilungen

Definition 2.6.1

Die Randdichte/-funktion ergibt sich durch Marginalisierung:
Diskret: fx(z) =", fx,y(z,y). Stetig: fx(z) = [ fx,v(z,y)dy.

Beispiel 2.6.1
Sei fxy(z,y) = S(xz+y?) fir0 < 2,y < 1. Dann fx(z) = f(} S(z+yYdy = &(x+1/3) fur

0<x <.

Beispiel 2.6.2 (Marginalisierung einer gemeinsamen pmf)

Eine gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion sei durch die folgende Tabelle gegeben:

y=0 y=1 y=2
_ 1 2
_ 1 1
=1 3 0 9
_ 1 1 1
r=2 3 ) 18

(alle Eintrage summieren sich zu 1). Durch Summation Uber y ergibt sich

1 4 2

fx(0) = 3 fx(1) = 9’

2.7 Unabhangige Zufallsvariablen

Definition 2.7.1

X 1 Y bedeutet, dass fiir alle Borel-Mengen A, B C Rgilt: P(X € A,Y € B) =P(X € A)-P(Y €
B).

Korollar 2.7.2 (Faktorisierung im diskreten Fall)
Seien X und Y diskret. Dann gilt X L Y genau dann, wenn
P(X =z,Y =y) =P(X =z)P(Y =y)

fur alle Werte z, y gilt.
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Beweis. Aus der Unabhangigkeit folgt die Gleichung durch Anwendung der Definition auf die einele-
mentigen Mengen {z} und {y}. Gilt umgekehrt die Gleichung fir alle z, y, so erhalten wir fir beliebige
Borel-Mengen A, B durch Summation

P(XGA,YEB):ZZP(X:x,Y:y)

reAyeB
= (Z P(X = :c)) (Z P(Y = y))
€A yeB
=P(X € AP(Y € B). |

Checkerbox 2.7.1 (Summe unabhangiger Poisson-Variablen)
Seien X ~ Poisson(A;) und Y ~ Poisson()2) unabhangig, wobei A1, Ay > 0. Zeige

X +Y ~ Poisson(A1 + Ag).

Beweis. Furk € Nyist {X +Y = k} die disjunkte Vereinigung der Ereignisse {X = j,Y = k—j}
fur j = 0,..., k. Mit der Unabhangigkeit folgt

k
P(X+Y =k) =) PX =jPY =k —j)

= 3 (k=a)
—(A1tXr) Kk L
= o <,>A{A’;‘J
I im0
= 6_(A1+>\2)7(>\1 + AQ)k o
k!
Dies ist die pmf einer Poisson(A; + A2)-Verteilung. [ |
Satz 2.7.3

Seien X und Y stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fx y. Dann gilt X | Y genau
dann, wenn fxy(z,y) = fx(z) - fy(y) fir fastalle (z,y) € R>.

Beweis. (=) Aus der Unabhangigkeit folgt, dass die gemeinsame Verteilung das Produkt der Rand-
verteilungen ist. Dieses Produktmal} besitzt die Dichte (z,y) — fx(x)fy (y). Wegen der Eindeutigkeit
von Dichten bis auf Nullmengen gilt daher fxy = fx fy fast tberall.

(©)B(X € AY € B) = [, [, fx(2)fy(y) dydz = B(X € A)-B(Y € B). N
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Beispiel 2.7.1

Sind X ~ Uniform(0, 1) und Y ~ Exp(1) unabhangig, so l&sst sich ihre gemeinsame Dichte als
Produkt schreiben:

fX,Y(xay):fX(:E)fY(y):e_ya 0<'1"<17 y>07

und sie ist auRerhalb dieses Rechtecks gleich 0.

Satz2.7.4

Sei fxy(xz,y) = g(x)h(y) fast uberall auf einem rechteckigen Trédger X x ), wobei g und h
nichtnegative Funktionen sind. Dann sind X und Y unabhéangig.

Beweis. Setze ¢, = [, g(x)dx und ¢;, = fy ) dy. Aus der Normierung der gemeinsamen Dichte
folgt c4cp, = 1. Daher

fx(x) = eng(z), fy(y) = cgh(y),

und somit fx(z)fy(y) = g(z)h(y) = fxy(z,y) fast Gberall. Nach dem vorigen Satz sind X und Y’
unabhangig. [ |

2.8 Bedingte Verteilungen

Definition 2.8.1

Die bedingte Dichte/pmf von Y gegeben X = x ist

frix(y|z) = w, fx(z) > 0.

Beispiel 2.8.1 (Einheitsquadrat)
Fir die Gleichverteilung auf (0, 1) gilt fx y(z,y) = 1und fx(z) = fol 1dy = 1. Daher ist

frixtylz)=1, 0<y<1,

alsoY | X = & ~ Uniform(0, 1) fur jedes z € (0,1).

Beispiel 2.8.2

Sei X ~ Uniform(0,1)undY | X =z ~ Uniform( x). Die gemeinsame Dichte ist fx y (z,y) =
1/x fur 0 < y < 2 < 1. Die Randdichte von Y: fy (y) = f %da: =—Inyfliro<y<1.
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Checkerbox 2.8.1 (Gleichverteilung auf einem Dreieck)
Sei (X, Y) gleichverteilt auf dem Dreieck
D={(z,y) eR*:2>0,y>0, 24y <1}

Bestimme die Randdichte fx (z) und die bedingte Dichte fyx(y | ).

Beweis. Das Dreieck besitzt die Flache 1/2. Seine konstante Dichte muss daher auf D den Wert
2 haben:

fX,Y(x7y) = QID(xay)'

Fir festes = € (0, 1) reicht y von 0 bis 1 — z. Somit

=4
fX(a;):/ 2dy =2(1 — x), 0<z<1,
0

und fx(z) = 0sonst. Fir0 < z < list fx(z) > 0, also

fX Y(‘T7y) 1
B) = = = , O<y<l1l—uzx,
und die bedingte Dichte ist aulRerhalb dieses Intervalls gleich 0. Damit gilt Y | X = = ~
Uniform(0,1 — x). |

2.9 Multivariate Verteilungen und iid-Stichproben

Definition 2.9.1

X1, ..., X, heien unabhangig und identisch verteilt (iid) mit gemeinsamer Dichte f, wenn sie
unabhangig sind und jede Zufallsvariable die Dichte f besitzt. Dann gilt

n

[xi, xn (@1, ) = H f ().

=1

Definition 2.9.2 (Ordnungsstatistiken)

Die durch Sortieren einer Stichprobe entstehenden Zufallsvariablen
Xy =X ==X

heillen Ordnungsstatistiken. Insbesondere sind X(;) = min; X; und X ,,) = max; X;.
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Beispiel 2.9.1 (Zwei Gleichverteilungen)

Fur zwei unabhangige Zufallsvariablen X7, X5 ~ Uniform(0, 1) kénnen bei 0 < 21 < 25 < 1
entweder (X, X») oder (X2, X;) in kleinen Umgebungen von (z1, z2) liegen. Beide Zuordnungen
haben dieselbe Dichte 1; daher hat (X4, X)) auf dem Dreieck 0 < x1 < 22 < 1 die gemeinsame
Dichte 2.

Checkerbox 2.9.1 (Gemeinsame Dichte der Ordnungsstatistiken)
Seien X1, ..., X,, unabhangig und identisch verteilt mit einer stetigen Dichte f. Zeige, dass die
gemeinsame Dichte ihrer Ordnungsstatistiken

n

FX 1y X(y (15 -+ Tn) = M Hf(xi)

i=1

fir z1 < --- < x,, gilt und aulerhalb dieses Bereichs gleich 0 ist.
Hinweis: Zahle die n! moglichen Zuordnungen der Zufallsvariablen X, ..., X, zu n kleinen,
geordneten Intervallen.

Beweis. Seien z; < --- < x, fest. Wahle kleine, paarweise disjunkte Intervalle I; = [z;, z; + h;],
die in dieser Reihenfolge angeordnet sind. Das Ereignis

{X(i) eL;furi=1,...,n}

tritt genau dann ein, wenn in jedem Intervall I; genau eine der n Zufallsvariablen X7,..., X,
liegt. Es gibt n! Mdglichkeiten, die Zufallsvariablen den Intervallen zuzuordnen. Diese Ereignisse
sind disjunkt, und jede Zuordnung hat wegen der Unabhangigkeit die Wahrscheinlichkeit

n

[[P(xien) = E/f f(t)dt;

i=1

die identische Verteilung macht den Wert unabhangig von der gewahlten Zuordnung. Daher

]P)(X(Z) Elt=1 00 ,n) = n'H/ f(t)dt
=171

Division durch h; - - - h,, und der Grenziibergang hi, ..., hy | 0 liefern n![], f(z;), weil f stetig ist.
AuBerhalb von 1 < --- < x,, kann der sortierte Vektor keine Werte annehmen. Die Randmenge
mit Gleichheiten hat Wahrscheinlichkeit 0, denn fiir i # j gilt P(X; = X;) = 0. [ |

2.10 Zwei wichtige multivariate Verteilungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die beiden zentralen Standardverteilungen fiir multivariate Modellie-
rung: die Multinomialverteilung als diskreten Vektor-Zahler und die multivariate Normalverteilung als
ihr stetiges Pendant. Die Multinomialverteilung verallgemeinert die Binomialverteilung von zwei auf &
Kategorien und beschreibt die Haufigkeiten kategorialer Daten; die multivariate Normalverteilung verall-
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gemeinert die Normalverteilung auf Vektoren und ist die Grundlage praktisch jeder mehrdimensionalen
Inferenz.

Multinomialverteilung

Wirft man n-mal einen k-seitigen Wiirfel mit Klassenwahrscheinlichkeiten p = (p1,...,px), pi > 0,
Zlepi = 1, und zahlt, wie oft jede Seite gefallen ist, erhalt man einen ganzzahligen Zahlvektor
X = (X1,...,Xg). Wir schreiben

X ~ Multinomial(n, p).

Per Konstruktion gilt X; € {0,1,...,n} und
X1+ Xo+- -+ Xy = n,
da jeder Versuch in genau einer Klasse landet. Die Massenfunktion ist

k
n! . .
:flpgzu-pik furmieNo mit in:n,

i=1

P(Xy=w1,... . Xp =) = ——————p
T1:X2: =+ T

und null auBerhalb dieses Tragers. Der Multinomialkoeffizient wl,”i'xk, zahlt die Anordnungen der n
Wiirfe, die zum Haufigkeitsvektor (x1, ..., zy) fihren.

Bemerkung 2.10.1

Fir k = 2 ist Xo = n — X3, und man erhalt die Binomialverteilung zurtick: X; ~ Binomial(n, p;).

Die Multinomialverteilung modelliert diskrete Zahlvektoren. Wenden wir uns nun ihrem stetigen Ge-
genstiick zu — der Verallgemeinerung der Normalverteilung auf Vektoren.

Multivariate Normalverteilung

Sei X = (Xi,...,X;)" ein Zufallsvektor in R, 1 € R* ein Erwartungswertvektor und ¥ ¢ RF*¥
eine symmetrische, positiv definite Kovarianzmatrix. Wir sagen, X ist multivariat normalverteilt mit
Parametern p und X, geschrieben

X ~ N(u, %),

falls X die Dichte

1

1@ = eayme

exp<—% (l‘ - M)TE_I(:Z: - #)) ) T € Rk?
besitzt, wobei |X| die Determinante von ¥ bezeichnet.

Bemerkung 2.10.2

Es gilt E[X] = pund Var(X) = %, d. h. ¥;; = Cov(X;, X;). Fir & = 1 reduziert sich die Dichte
auf die bekannte univariate Normaldichte mit Varianz 02> = . Ist ¥ = I und i = 0, so heilt
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X Standard-multivariat-normalverteilt; in diesem Fall sind X7, ..., X; unabhangig und jeweils
N(0, 1)-verteilt.

Fir die folgende Konstruktion benétigen wir die mehrdimensionale Version der Dichtetransformation.

Satz 2.10.1 (Dichtetransformation, mehrdimensional)

Seien X,) C R? offen und sei g : X — Y ein C'-Diffeomorphismus mit Umkehrung h = g~ !.
Der Zufallsvektor X besitze die Dichte fx, die aulRerhalb von X verschwindet. Dann besitzt
Y = ¢g(X) die Dichte

fr(y) = fx(h(y)) | det Dh(y)|,  y €,

und auBBerhalb von Y ist fy (y) = 0.

Beweis. Fiir jede Borel-Menge B C Y gilt nach dem Transformationssatz fiir mehrdimensionale
Integrale

P(Y € B)=P(X € h(B)) = w5 fx(z)dz

= [ (b det Dby dy.
Damit ist der Integrand die Dichte von Y. [ |

Eine elegante Moglichkeit, multivariate Normalverteilungen zu konstruieren oder zu simulieren, liefert
der folgende Satz.

Satz 2.10.2

Ist Z ~ N(0,I)inRFund X = p+ %/2Z7,s0ist X ~ N(u,X).

Beweis. Setze A = ©'/2 (die symmetrische Wurzel der positiv definiten Matrix ¥). Die Umkehrung
lautet Z = A~(X — p), mit Jacobi-Determinante |.J| = |$|~/2. Mit Satz 2.10.1 folgt

fx(@) = fz2(A M@ —p) - |27 = Wexp<%(l‘ﬂfz_l($ﬂ))- u

2.11 Transformationen von Zufallsvariablen

SeiY = g(X).
Diskreter Fall: fy (y) = .. ;)= fx (@)

Stetiger Fall: Ist X stetig und g streng monoton sowie differenzierbar, so liefert der folgende Satz eine
geschlossene Formel fir die Dichte von Y = g(X).
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Satz 2.11.1 (Dichtetransformation, eindimensional)

Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte fx und Trager ¥ C R.Istg: X — Y := g(X) streng
monoton und stetig differenzierbar mit ¢'(x) # 0 fir alle z € X, so besitzt Y = ¢g(X) die Dichte

d

) = fxo™®) ‘dyg*(y)', yey,

und fy (y) = 0 aulBerhalb von .

Beweis. Da g streng monoton, stetig differenzierbar und ¢'(x) # 0 ist, existiert die Umkehrfunktion
g~ ' : Y — X undist nach dem Satz tiber die Umkehrfunktion ebenfalls stetig differenzierbar. Strategie:
Wir berechnen zunéachst die Verteilungsfunktion Fy (y) = P(Y < y) und differenzieren anschlieBend
nach y, um die Dichte zu erhalten. Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall 1: ¢ streng monoton wachsend. Dann ist auch ¢g—! streng monoton wachsend, und es gilt die
Aquivalenz
glx) <y <= < g Yy furallez e X, y € Y.

Damit
Fy(y) = P(g(X)<y) = P(X<g '(y) = Fx(97'(v))-
Differenzieren nach y mit der Kettenregel und unter Verwendung von F% (z) = fx(z) liefert

d _ _ _
fry) = a Fx(g7'(y) = fx(g'(v))- a? ')
Da g~ ! wachsend ist, gilt % g~ '(y) > 0. Damit stimmt der Faktor mit seinem Betrag tberein, und es
folgt
d

o) = (7)) | 159700
Fall 2: g streng monoton fallend. Dann ist g—! ebenfalls streng monoton fallend, und die Richtung der
Ungleichung dreht sich um:

g(z) <y = z>g ().
Da X stetig ist, gilt P(X = g~*(y)) = 0, sodass

Fy(y) = P(X>g7'(y) = 1-Fx(97'(v).

Differenzieren ergibt
d
fry) = —fx(g7' () - @gfl(y)-

Weil g~ ! fallend ist, gilt d% g~ !(y) < 0; das Minuszeichen vor dem Term macht den Gesamtausdruck
nicht-negativ. Mit |a| = —a flr a < 0 folgt

d

) = (o) ]dyg%y)].

In beiden Féllen ergibt sich dieselbe Formel. Werte auRerhalb von ) kann Y = ¢(X) nicht annehmen,
sodass dort fy (y) = 0 gilt. [
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Bemerkung 2.11.1

Mit der Identitat d% g (y) = m aus dem Satz uber die Umkehrfunktion Iasst sich die
Formel auch in der aquivalenten Gestalt

_ fx (g7 w))
l9'(971(y))]

schreiben. Beide Versionen sind in der Literatur gebrauchlich.

fr(y)

Beispiel 2.11.1

P(X = —1) =P(X = 1) = 1/4, P(X = 0) = 1/2,Y = X2. Dann fy-(0) = 1/2, fy-(1) = 1/2.

Checkerbox 2.11.1 (Logarithmus einer Gleichverteilung)

Sei X ~ Uniform(0,1) und Y = —1In X. Bestimme die Dichte von Y und identifiziere ihre
Verteilung.

Beweis. Da0 < X < 1 fast sicher, gilt Y > 0. Fiir y > 0 kehrt die streng fallende Exponential-
funktion die Ungleichung um:

Fy(y) =P(-InX <y) =P(X >e7Y)
=1-P(X<e¥)=1-¢".
Die Unterscheidung zwischen < und < ist wegen der Stetigkeit von X unerheblich. Ableiten

liefert
fY(y) = eiyv Yy > Oa

und fy (y) = 0 flry < 0. SomitistY ~ Exp(1). ]

Bemerkung 2.11.2 (Endlich viele Umkehrzweige)

Zerfallt der Trager von X in endlich viele offene Teilintervalle, auf denen g jeweils ein C'-
Diffeomorphismus auf sein Bild ist, so werden fiir fast alle Bildwerte y die Beitrage der Umkehr-
zweige addiert:

fr(y) = Z fX(x)-

/
oy 19 @

Jeder Summand erfasst die Wahrscheinlichkeitsmasse, die liber genau einen monotonen Zweig
auf die Umgebung von y abgebildet wird.
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Beispiel 2.11.2 (Quadrat einer Gleichverteilung auf einem asymmetrischen Intervall)

Sei X ~ Uniform(—1,3) und Y = X2. Flir 0 < y < 1 liegen beide Urbilder +,/y im Trager von X,

fir 1 <y < 9 nur/y. Daher
1

—) O<y<1,
4\1/§

) =9 -— 1<y<9
8y
0, sonst.

Die Werte an den Randpunkten 0, 1, 9 sind fiir eine Dichte unerheblich.

Checkerbox 2.11.2 (Quadrat einer Standardnormalvariablen)

Sei X ~ N(0,1). Zeige fir Y = X%
Y ~ x3.

Beweis. Fiiry > 0 besitzt die Gleichung 22 = y die beiden Losungen = = =+, /y. Mit der Formel

fiir endlich viele Umkehrzweige und der Standardnormaldichte ¢ (z) = (27)~1/2¢~=°/2 folgt

oY) | e(=vY)
fr(y) = W + N

1
= ———e V2 0.
vy YT
Fir y < 0ist die Dichte gleich 0. Andererseits hat Gamma(1/2, 2) die Dichte
1 y~12e/2 = 1 e~ Y/2
21/21°(1/2) V2my ’

weil T'(1/2) = /m. Nach der Definition der y2-Verteilung ist Gamma(1/2,2) = x3.

Transformationen mehrerer Zufallsvariabler

Satz 2.10.1 liefert die allgemeine Formel. Das folgende Beispiel zeigt die Rechnung in zwei Dimensio-

nen.
Beispiel 2.11.3 (Summe und Differenz zweier Gleichverteilungen)
Seien X, X2 ~ Uniform(0, 1) unabh&ngig und
Y = X1 + Xo, Yo = X7 — Xo.

Die Umkehrung lautet X; = (Y1 + Y2)/2, X2 = (Y1 — Y2)/2, und

11

i 3 1

2 2 ) _ 1
det(é _5>— 5
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Da fx, x, = 1 auf (0,1)?, folgt
1
yva(yy2) = 5

auf dem Bildbereich |y2| < y1 < 2 — |y2| und 0 auBerhalb.

Checkerbox 2.11.3 (Summe zweier Exponentialvariablen)

Seien X und Y unabhéngig und jeweils Exp(1)-verteilt. Bestimme die Verteilungvon Z = X +Y.

Beweis. Erganze Z = X +Y um W = X. Die Umkehrung der Transformation lautet
X =W, Y=2Z-W,

und ihre Jacobi-Determinante hat den Betrag 1. Aus X > Ound Y > 0 wird z > 0 sowie
0 < w < z. Wegen der Unabhangigkeit ist fx y (z,y) = e~ (1Y) quf dem positiven Quadranten.
Somit

z

fzw(z,w) =e%, 2>0,0<w< 2.

Marginalisierung Uber w ergibt

fz(z) = / e “dw = ze 7, 2> 0,
0
und fz(z) = 0fir z < 0. DaT'(2) = 1, ist dies die Dichte von Gamma(2, 1). Also

X +Y ~ Gamma(2,1). |

Checkerbox 2.11.4 (Box-Muller-Transformation (Vertiefung))

Seien Uy, Uz ~ Uniform(0, 1) unabhéngig. Definiere

X = +v/—2InUj cos(2nUs), Y = +/—2InU; sin(2nUs).

Zeige, dass X und Y unabhangig und jeweils standardnormalverteilt sind.
Hinweis: Bestimme zuerst die Umkehrung samt Bildbereich und berechne danach die Jacobi-
Determinante.

Beweis. Setze R = v/ X? + Y2 und bezeichne den zu (X,Y’) gehorenden Polarwinkel mit ©
(0, 27). Bis auf eine Nullmenge ist die Transformation bijektiv, und ihre Umkehrung lautet

X?2+Y? e
PRE = L S )
Furr2 = 22 + y? > 0 gelten

00 y 00 x

dr 2 oy r?
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Daher betragt der Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix der Umkehrung

0 —Tul  —Yul
’detg(tl’u;) det( Y a8 )
a3, __J
Y 2mr2  2mr?
w1 @
27 2

Die gemeinsame Dichte von (Uy, Us) ist auf (0, 1)? gleich 1. Die Transformationsformel liefert
deshalb

1
fxy(z,y) = 567(1%112)/2

() )

27 27

Die gemeinsame Dichte ist das Produkt zweier Standardnormaldichten. Somit sind X und Y’
unabhangig und jeweils N (0, 1)-verteilt. [

2.12 MabBtheoretische Vertiefung: AuBeres MaR und Carathéodory

Die Riickrichtung des Charakterisierungssatzes fiir Verteilungsfunktionen verwendete den Carathéo-
doryschen Erweiterungssatz. Wir holen den dahinter stehenden maftheoretischen Apparat hier nach.
Der Abschnitt kann beim ersten Lesen Uibersprungen werden.

Motivation

Das auBBere MaB (outer measure) ist ein zentrales Konzept der Mal3theorie. Es ermdglicht, aus einer
,vorbereiteten” Mengenfunktion (z. B. einem PramaR auf einem Ring oder Semiring) eine Mengenfunk-
tion auf der gesamten Potenzmenge zu konstruieren. Es dient als Zwischenschritt im Carathéodory-
schen Erweiterungssatz, um ein echtes Mal auf einer o-Algebra zu erhalten (z. B. das Lebesgue-Mal}
oder Wahrscheinlichkeitsmale aus CDFs).

Definition 2.12.1 (Ring und Semiring)

Sei X eine Menge. Eine Familie R C P(X) heil3t Ring, falls
1. 0 eR,

2. ABeER = AUBER,

3. ABER = A\B€ER.

Die Abgeschlossenheit unter Durchschnitten folgt daraus,denn AN B = A\ (A \ B).
Eine Familie S C P(X) heil’t Semiring (auch: Halbring), falls

1. 0es,
2. ABeS = AnBE€S,

3. fur A, B € Slasstsich A\ B als endliche disjunkte Vereinigung von Mengen aus S schreiben.
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Bemerkung 2.12.1 (Die Hierarchie — und wozu der Semiring gut ist)
Die Mengensysteme dieses Buches ordnen sich der Starke nach:
o-Algebra C Algebra C Ring C Semiring,

zu lesen als ,jede o-Algebra ist eine Algebra, jede Algebra ein Ring, jeder Ring ein Semiring“. Dabei
ist eine Algebra ein Ring, der zusétzlich X selbst enthélt, und eine o-Algebra (Definition 1.8.1)
eine Algebra, die Giberdies unter abzdhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist. Dass jeder Ring
ein Semiring ist, sieht man an Punkt (3): Dort liegt A \ B bereits selbst im System und ist damit
eine disjunkte Vereinigung aus einem einzigen Stiick.

Der Semiring ist der schwachste dieser Begriffe — und genau deshalb der tibliche Startpunkt.
Die halboffenen Intervalle

S ={(a,b] : a < b}

bilden einen Semiring, aber keinen Ring, denn
(0,3]\ (1,2] = (0,1] U (2,3]

ist kein Intervall mehr. Auf S ist das Messen dafiir vollig unmittelbar: Die Lénge po((a,b]) =b—a
— im Wahrscheinlichkeitsfall F'(b) — F(a) — steht ohne jede Konstruktion da. Man beginnt also bei
dem System, auf dem der Messwert offensichtlich ist, und arbeitet sich von dort zur o-Algebra
hoch. Genau diesen Weg geht der Erweiterungssatz weiter unten.

Definition 2.12.2 (AuReres Mal aus einem PramaR)

Sei X eine Menge und R ein Ring oder Semiring von Teilmengen von X (Definition 2.12.1).
Sei up : R — [0,00] ein PramaB, d. h. uo(0) = 0 und py ist o-additiv im Sinne von Definiti-
on 1.8.2 — allerdings nur, soweit die Vereinigung den Ring nicht verlasst: fiir paarweise disjunkte
Ay, Ay, ... e RmitJ; A; € R gilt uo(U; As) = >, no(A;). Diese Einschrénkung ist nétig, weil
ein Ring anders als eine o-Algebra nicht unter abzahlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist.
Das zugehorige dauBere MaB n* : P(X) — [0, o] ist

w(E) = inf{ 3 po(An)
n=1

An€R, EC GAH},

n=1

wobei das Infimum iiber alle abz&hlbaren Uberdeckungen von E durch Mengen aus R genommen
wird. (Existiert keine Uberdeckung, so 1*(E) = oc; die leere Summe ist 0, also x*(0) = 0.)

Allgemeiner lasst sich ein aulReres Mal direkt axiomatisch definieren:

Definition 2.12.3 (AuReres Mal (axiomatisch))

Eine Funktion p* : P(X) — [0, oo] heil’t duBeres Mal}, wenn
1. p*(0) =0,
2. Monotonie: £ C ' — p*(E) < p*(F),
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3. abzadhlbare Subadditivitat: fir £, ¢ X gilt

n=1

n=1

Korollar 2.12.4 (Eigenschaften des aus einem PramaB konstruierten ;.*)

Das aus ug konstruierte p* ist tatsachlich ein duReres Mal und erflillt zusatzlich:
o u* erweitert po: fir alle A € R gilt u*(A) = po(A).

e Ist uy o-endlich, so hat i weitere Regularitatseigenschaften.

Ohne Beweis. Die drei Eigenschaften eines dufleren Malles rechnet man direkt aus der Infimumsdefinition nach; der einzige
nichttriviale Schritt ist ©*|r = po, der die o-Additivitat des Pramalles auf dem Ring bendtigt. Beides ist Standardstoff der
Maltheorie und wird hier nur benutzt, nicht entwickelt. Nachzulesen bei Elstrodt, Mal3- und Integrationstheorie, Kap. II, §4-5,
oder Billingsley, Probability and Measure, §11.

Bemerkungen.

» Das dullere Mal ist im Allgemeinen nicht additiv, sondern nur subadditiv. Additivitat gilt nur fir
messbare Mengen (im Sinne von Carathéodory).

 Das Lebesgue-duBere MaR auf R¢ entsteht aus der Ladngen-/Volumenfunktion auf Quadern.

 Fur Wahrscheinlichkeitsmalle: aus po((a,b]) = F(b) — F(a) entsteht ein duBeres Mal, das via
Carathéodory zu einem Wahrscheinlichkeitsmal auf den Borelmengen eingeschrankt wird.

Der Carathéodorysche Erweiterungssatz

Lemma 2.12.5 (Carathéodoryscher Erweiterungssatz)

Sei p* ein duferes Mal auf X . Eine Menge A C X heil}t ;.*-messbar (im Sinne von Carathéodory),
wenn firalle S ¢ X

15(S) = p* (S N A) + p*(S N A°).
Dann gilt:
1. Die Menge M aller *-messbaren Mengen ist eine o-Algebra.
2. Die Einschrankung p := p*| v ist ein vollstandiges Mal® auf M.
3. War pg ein Pramal} auf einem Ring R und p* daraus konstruiert, so erweitert . das Pramal:
BlrR = po-

4. Ist zusatzlich p o-endlich, so ist die Erweiterung 1 auf der von R erzeugten o-Algebra o(R)
eindeutig.

Ohne Beweis. Der Kern des Beweises ist der Nachweis, dass M eine o-Algebra und p* darauf o-additiv ist; die Eindeutigkeit
im o-endlichen Fall folgt anschlieRend mit einem Dynkin-Argument. Beides ist eine mehrseitige malitheoretische Konstruk-
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tion, die dieser Band voraussetzt statt sie zu entwickeln. Vollstandig bei Billingsley, Probability and Measure, §11, Bauer,
Wahrscheinlichkeitstheorie, §5, oder Elstrodt, Ma3- und Integrationstheorie, Kap. Il, §4-5.

Bemerkungen.

» Vollstandig heil3t: Jede Teilmenge einer p-Nullmenge ist selbst messbar und hat wieder Mal}
0. Das ist eine Zusatzeigenschaft, die die Carathéodory-Konstruktion gratis mitliefert. Die Borel-
o-Algebra mit dem Lebesgue-Mabl ist nicht vollstandig; ihre Vervollstandigung sind gerade die
Lebesgue-messbaren Mengen. Mal3, MaRraum und o-Endlichkeit stehen in Definition 1.8.3.

« Der kritische Punkt ist der Nachweis, dass M eine o-Algebra ist (insbesondere die o-Additivitat
auf den messbaren Mengen). Dies erfordert Monotonie und Subadditivitat des dueren Males.

o Fir das Lebesgue-Mal auf R?: Starte mit o((a, b]) = £(b) — £(a) (Ldnge) auf dem Semiring der
Halbintervalle, konstruiere 1*, wende Carathéodory an — Lebesgue-Mal.

 Im Kontext von WahrscheinlichkeitsmaRen auf R (wie im cdf-Beweis): das durch F(b) — F(a)
definierte 1 auf Halbintervallen ist ein Pramal (wegen Rechtsstetigkeit o-additiv), und der Satz
liefert die Erweiterung auf die Borel-o-Algebra.

» Die o-Endlichkeit sorgt fiir Eindeutigkeit; ohne sie kann es mehrere Erweiterungen geben.



KAPITEL 3

Erwartungswert

3.1 Erwartungswert einer Zufallsvariable

Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X fasst eine ganze Verteilung in einer einzigen Zahl zusam-
men — dem langfristigen Durchschnittswert.

Definition 3.1.1

Der Erwartungswert von X ist

E[X] = /:ch(x) _ {Zx zf(x) falls X disk‘ret,
[zf(z)dr falls X stetig,

falls die Summe (bzw. das Integral) wohldefiniertist, d. h. [ |z|dFx(z) < oc.

Man kann E[X] als Durchschnitt L 3" | X; einer groBen Anzahl iid Ziehungen verstehen. Dies wird
durch das Gesetz der groBen Zahlen (Kapitel 5) rigoros gemacht.
Beispiel 3.1.1

Sei
X ~ Bernoulli(p), p € (0,1).

Das bedeutet: X kann nur zwei Werte annehmen,

P 1 mit Wahrscheinlichkeit p,
~ 10 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion ist also

1—p flrz=0,
px(x)=P(X =x)=<p furz =1,
0 sonst.

Der Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable ist

EX]=) z-P(X =u).

Da X nur die Werte 0 und 1 annehmen kann, reicht die Summe lber diese beiden Werte:

E[X]=0-P(X =0)+1-P(X =1).

61



62 3 Erwartungswert

Einsetzen der Wahrscheinlichkeiten liefert
EX]=0-(1-p)+1-p=np.

Also gilt

px ()

1—p

Q : 1
A

EX]=p

Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Bernoulli(p)-Variable (hier p = 0,7): zwei Stédbe der Hohe 1 — p
bei x = 0 und p bei x = 1. Der Erwartungswert E[X| = p ist der Schwerpunkt der Verteilung — der
Punkt, an dem der mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Balken im Gleichgewicht steht. Da
p = 0,7 > 3, liegt er ndher bei 1.

Interpretation: Eine Bernoulli-Zufallsvariable modelliert einen Ja/Nein-Versuch, etwa Er-
folg/Misserfolg. Wenn der Erfolg mit Wahrscheinlichkeit p eintritt und als 1 gezahlt wird, dann
ist der langfristige Durchschnitt genau p.

Beispiel 3.1.2

Fairer Miinzwurf zweimal, X = Anzahl Kopfe: E[X] =0 - +1-+2 -1 =1.

Beispiel 3.1.3
Sei X ~ Uniform(—1, 3). Das Intervall hat Lange 3 — (—1) = 4; deshalb muss die konstante

Dichte die Hohe 1/4 haben:
i, —1<z<3,
fx(x) = {4 -

0, sonst.

Damit ist die gesamte Flache unter der Dichte gleich 4 - % = 1. Der Erwartungswert ist

3
E[X]:/xfx(x)dx:i/jxdx:i[aj}_lzi<g_;> 22.4:1.
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fx (@)
E[X] =1
Schwerpunkt

11

4 1
z <0 E z > 0 (langer)
negativ 1 positiv

| | o
—1 0 1 3

Didaktische Lesart: Eine Dichte ist keine Wahrscheinlichkeit an einem einzelnen Punkt, sondern
Wahrscheinlichkeit pro Ldngeneinheit. Bei der Gleichverteilung ist diese Dichte (berall im Intervall
gleich hoch. Deshalb liegt der Schwerpunkt der Rechtecksflache genau in der Mitte des Intervalls.
Die Rechnung [ xfx(x)dx berechnet diesen Schwerpunkt algebraisch: Jeder Ort = wird mit
derselben Dichte i gewichtet. Der kleine negative Anteil von —1 bis 0 wird vom langeren positiven
Anteil von 0 bis 3 (bertroffen, und der Ausgleichspunkt liegt bei 1.

Kurzformel fiir jede Gleichverteilung:

a+b

X ~ Uniform(a,b) = E[X]= 5

Hier also E[X] = =Lt3 = 1,

Bemerkung 3.1.1 (Tails einer Verteilung)

Die Tails (Randbereiche) einer Verteilung sind die Bereiche weit links und weit rechts vom
Zentrum, bei einer Dichte also grob das Verhalten flir

r— —oo und z — +oo.

Sie beschreiben, wie wahrscheinlich sehr extreme Werte sind. Man unterscheidet:

« Diinne (leichte) Tails: extreme Werte werden sehr schnell unwahrscheinlich. Beispiel: die
Normalverteilung, deren Dichte wie e~7°/2 abfallt.

« Schwere Tails: die Dichte fallt nur langsam (etwa polynomial) ab, sodass weit auBen mehr
Masse liegt und AusreilRer deutlich haufiger auftreten. Beispiel: die Cauchy-Verteilung mit
fx(z) ~ 1/ (nz?).

Zur Veranschaulichung: bei z = 10 ist die Cauchy-Dichte noch ~ 3,15 - 10~3, wahrend die
Normaldichte dort bereits bei ~ 10723 liegt. Schwere Tails sind der Grund, warum fir die Cauchy-
Verteilung Erwartungswert und Varianz nicht existieren (folgendes Beispiel).
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Beispiel 3.1.4 (Cauchy-Verteilung)

Sei X Cauchy-verteilt mit Dichte fx(z) = m auf R. Wir priifen die Integrierbarkeitsbedin-

gung [ |z|fx(z)dz < oo
e 2 [ =z
(Faktor 2 wegen Symmetrie von |z|/(1 + 22)). Mit der Substitution u = 1 + 22, du = 2z dz folgt

2 £O a5 1 o0
= de = = [In(1+2%)] =
7T/0 1+ 22 v ﬂ'[n( +I)]0

- OO = Q.

1
7

Also ist E[|X|] = oo, d. h. der Erwartungswert E[X] existiert nicht (der Hauptwert wére formal 0
wegen Symmetrie, aber das Lebesgue-Integral ist nicht definiert). Da bereits der Mittelwert fehlt,
ist fur die Cauchy-Verteilung auch die Varianz nicht definiert (vgl. Bemerkung 3.3.1).

Cauchy(0,1)-Verteilung: symmetrisch um 0, schwere Tails ~ 1/x2

¢+ W

Modus: x = 0,\; f(0) = % = 0,318

Dichte: Symmetrisch um 0 mit Modus f(0) = 1/7 ~ 0,318 und Quartilen Q; = —1, Q3 = +1. Die
Tails fallen nur wie 1/(r2?) ab — bei z = 10 ist fx(10) ~ 3,15 - 1073, wédhrend die Normaldichte

dort schon bei ~ 10723 liegt.

Beispiel 3.1.5 (Cauchy-Simulation: GGZ versagt)

Praktische Konsequenz aus dem vorigen Beispiel: Simuliert man viele Cauchy-Ziehungen, stabi-
lisiert sich der Durchschnitt X,, = % >, X; nie — das Gesetz der groRRen Zahlen versagt, weil

die Tails zu schwer sind.
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Cauchy(0,1): laufender Mittelwert X, stabilisiert sich nicht

Simulation: Vier unabhéngige Cauchy-Trajektorien (oben) wandern auch bei n = 10,000 noch
in vollig verschiedene Richtungen (Endwerte —0,30, +0,52, —0,85, —0,89). Zum Vergleich kon-
vergiert eine N (0, 1)-Trajektorie (unten) erwartungsgeman gegen 0 (X10000 ~ —0,002). Skript:
scripts/cauchy_simulation.py.

Satz 3.1.2 (Regel des faulen Statistikers)

SeiY = r(X). DannE[Y] = E[r(X)] = [ r(z) dFx(z).
Man muss nicht erst die Verteilung von Y bestimmen — eine enorme Ersparnis.

Bemerkung 3.1.2 (LOTUS - Law of the Unconscious Statistician)

Die ,Regel des faulen Statistikers” heillt im Englischen LOTUS (Law of the Unconscious Statisti-
cian). Sie besagt: Will man den Erwartungswert einer transformierten Zufallsvariable Y = g(X)
berechnen, so muss man nicht zuerst die Verteilung von Y bestimmen — man darf direkt tber
die Verteilung von X summieren bzw. integrieren.

diskret: E[g(X)] = Zg(tL) P(X =z), stetig: E[g(X)] = / g9(x) fx(x)dz.
Beispiel. Fiir X ~ Uniform(0,1) und Y = X? ist
! 1
E[Y] = E[X?] / rdr = =.
0 5

Ohne LOTUS miisste man erst die Verteilung von Y = X? herleiten. (Im Satz oben heilt die
Transformation r statt g — dasselbe gemeint.)

65
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Beweis. Die Kernidee passt in einen Satz: statt y-Werte mit ihren Wahrscheinlichkeiten zu gewichten,
gewichten wir direkt r(xz) mit der X-Wahrscheinlichkeit — jedes Wahrscheinlichkeitskorn wird genau
einmal mitgezahlt, nur die Summationsreihenfolge ist anders.

Diskreter Fall. Sei X diskret mit Massefunktion px. Dann nimmtY = r(X) Wertein r({z : px(z) > 0})
an, und fur jedes y gilt
py() =Pr(X)=y) = > px(@)
zir(x)=y
Damit

[Y]:ZQPY(ZU):Z Z ypx (v Z Z Zr(m)px(as).

Yy ar(z)=y Yy ar(z)=y x
Im letzten Schritt wurde nur die Doppelsumme Gber die Partition {z : r(z) = y}, zu einer Summe Gber

alle x zusammengezogen (jedes z liegt in genau einer Klasse). Die Umordnung ist erlaubt, weil bei
Existenz von E[|r(X)|] alles absolut konvergiert.

Stetiger Fall (Skizze). Approximiere X durch dyadische Rundung: X,, = 27"|2"X |. X,, ist diskret,
X,, — X fast sicher, und fir stetiges r folgt r(X,,) — r(X) fast sicher. Der diskrete Fall liefert

Elr(Xn)] =Y r(k/2")B(X € [k/2", (k+1)/2")).

kEZ

Die rechte Seite ist eine Riemann-Stieltjes-Summe fir [ 7(z) dFx(z), deren Maschenweite gegen 0
geht. Unter E[|r(X)|] < oo liefert dominierte Konvergenz auf der linken Seite E[r(X,,)] — E[r(X)], und
Konvergenz der Riemann-Summen auf der rechten Seite das gewiinschte Integral. Beide Seiten haben
denselben Grenzwert.

Allgemein (messbares r ohne Stetigkeitsannahme) folgt dasselbe Resultat iber das Standardargument
fur Bildmale: Indikator — einfache Funktion — nichtnegativ messbar — integrierbar. [ |

Beispiel 3.1.6 (LOTUS: Exponentialfunktion einer Uniformvariable)
Sei X ~ Uniform(0, 1) und
Y = eX.

Gesucht ist E[Y], also der mittlere Wert von X, wenn X gleichmé&Rig zwischen 0 und 1 liegt.
1. Verteilung von X. Fir X ~ Uniform(0, 1) ist die Dichte

fx(x):{L 0<z<1,

0, sonst.

Die Dichte ist also auf dem Intervall konstant: jeder kleine Abschnitt gleicher Lange ist gleich
wahrscheinlich.

2. LOTUS anwenden. Wir miissen nicht zuerst die Verteilung von Y = X bestimmen. Nach
LOTUS gilt direkt

E[Y] = E[eX] = /OO e’ fx(z) dzx.

Weil fx(z) auBerhalb von [0, 1] gleich 0 ist und innerhalb von [0, 1] gleich 1, reduziert sich das
Integral zu

1
E[ex]:/ e’ 1dx.
0
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3. Integral ausrechnen. Eine Stammfunktion von e* ist wieder ¢*. Daher
1
/ edr=[e"]j=e' -l =e—1.
0

Somit

E[Y] =E[eX] =e -1~ 1,718.

Plausibilitatskontrolle. Da 0 < X < 1 gilt,

1260§6X§61:e.

Der Erwartungswert von Y = X muss also zwischen 1 und e ~ 2,718 liegen. Der Wert e — 1 ~
1,718 passt genau in diesen Bereich.

Beispiel 3.1.7 (Stab der Lange 1, zufallig gebrochen)

Aufgabe. Ein Stab der Lange 1 wird an einer rein zuféllig gewahlten Stelle X ~ Uniform(0, 1)
durchgebrochen. Es entstehen zwei Teilstlicke der Ldngen X und 1 — X. Gesucht: der erwartete
Wert der langeren der beiden Langen.

Modellierung. Die Lange des langeren Stiicks ist

(linkes Stick kirzer, rechtes langer),

Y =max(X,1—-X) =

X falls X >

1-X falls X <
(rechtes Stuck kurzer, linkes langer).

1
2
1
2
Bei X = 1/2 sind beide Stiicke gleich lang (Y = 1/2), und es ist offensichtlich Y € [1/2, 1]: das
langere Stiick ist mindestens halb so lang wie der Stab und hochstens so lang wie der Stab
selbst.

Anwendung von LOTUS. Setze r(z) = max(x,1 — x). Da X stetig mit Dichte fx(z) = 1 auf [0, 1]
ist, liefert die Regel des faulen Statistikers

1 1
E[Y] :/0 r(x) - fx(lz) dx :/0 max(x,1 — x) dx.

Das Integral spalten wir am Knickpunkt = = 1/2 auf:

1/2 1
EY:/ 1—x da:—i—/ T dx
Y= [ e . L

=max(z,1—x)

-5+ 5],
= |lr— — .
2 1o 2 11y

8

Die beiden Beitrdage sind gleich gro} — das musste aufgrund der Symmetrie X <+ 1 — X so sein.
Plausibilitatscheck. Das langere Stiick ist immer > 1/2 und < 1, also muss E[Y] € [1/2,1]
liegen. Der Wert 3/4 ist genau der Mittelpunkt dieses Intervalls.
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Beispiel 3.1.8 (Stab: Verteilung des langeren Stiicks)

Im vorigen Beispiel haben wir mit LOTUS direkt E[Y] = 3/4 berechnet. Jetzt bestimmen wir die
ganze Verteilung von
Y = max(X,1 - X),

wobei X ~ Uniform(0, 1) die Bruchstelle des Stabs beschreibt. Dieses Beispiel zeigt gut, wie man
eine Verteilung einer transformierten Zufallsvariable systematisch tiber ihre Verteilungsfunktion
findet.
1. Wertebereich verstehen. Das langere der beiden Stiicke kann nie kiirzer als die Halfte des
Stabs sein. Es kann aber beliebig nahe an die volle Ldnge 1 herankommen, wenn der Bruch sehr
nahe an einem Ende liegt. Also gilt

Y e [1, 1] .

2
Damit ist sofort klar:

Fyy)=PY <y)=0 fUry<%, Fy(y)=1 fury>1.

2. Das Ereignis iibersetzen. Fur 1/2 < y < 1 fragen wir:

Fy(y) =P(Y < y) = Pmax(X,1 - X) <y).
Das Maximum ist genau dann héchstens y, wenn beide Stiicke hochstens y lang sind:

max(X,1 - X)<y <<= X<yundl-X <y.
Die zweite Ungleichung formen wir um:
1-X<y <= X>1-y.

Zusammen erhalten wir

max(X,1 - X)<y <«<— 1-y<X<y.

3. Die Wahrscheinlichkeit berechnen. Da X gleichverteilt auf [0, 1] ist, ist die Wahrscheinlichkeit
eines Intervalls einfach seine Lange. Also
Fy(y) =Pl-y<X<y)=y—-(1-y)=2y—1, <y<L

Insgesamt lautet die Verteilungsfunktion daher

0, y <3
I y=>1

4. Dichte und Verteilung erkennen. Auf dem Intervall (1/2,1) gilt

fr(y) = Fy(y) = 2.
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Das ist genau die Dichte einer Gleichverteilung auf [1/2, 1], denn die Lange dieses Intervalls ist
1/2 und daher ist die konstante Dichte 1/(1/2) = 2. Somit

Y ~ Uniform <;, 1> )
5. Kontrolle des Erwartungswerts. Aus der bekannten Formel fiir die Gleichverteilung folgt

a+b_%+1_§
2 2 4

E[Y] =

Das stimmt mit dem LOTUS-Ergebnis aus dem vorigen Beispiel iberein. LOTUS war schneller,
aber die Verteilungsfunktion erklart zusatzlich, warum das langere Stiick gleichverteilt zwischen
1/2und 1 ist.

Interpretation. Im langfristigen Mittel ist das langere Stiick 75 % des Stabs, das kiirzere entspre-
chend 25 %. Da die beiden Stiicke zusammen immer Lange 1 haben, ist das langere Stiick im
Mittel dreimal so lang wie das kiirzere.

Existenz niedrigerer Momente

Lemma 3.1.3 (Monotonie positiver Momente)
Seien 0 < j < k < oo. Gilt E[| X |¥] < oo, so gilt auch
E[|X}’] < oo.

Ein endliches hoheres absolutes Moment erzwingt also die Existenz aller niedrigeren absoluten
Momente.

Beweis. Wir zerlegen den Erwartungswert in die Bereiche {|X| < 1} und {|X| > 1}. Auf dem ersten
Bereich gilt | X < 1, auf dem zweiten wegen j < k die Abschétzung | X|/ < | X|*. Daher

E[XV] =E [| X/ I xj<1] +E[| XV xs1] < 1+E[|X]F] < o0

Lemma 3.1.4 (Monotonie negativer Momente)
Seien 0 < j < k < oo. Gilt E[|X|7*] < oo, s0 gilt auch
E[|X|™] < oo.

Dabei wird |0|~" = oo verstanden; die Voraussetzung impliziert insbesondere P(X = 0) = 0.

Beweis. Auf {0 < |X| < 1} gilt | X|77 < |X|7% auf {|X| > 1} gilt | X |~/ < 1. Somit

E[|X|7] <E[X]|™*] +1 < co.
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3.2 Eigenschaften des Erwartungswerts

Satz 3.2.1 (Linearitét)

Fir Zufallsvariablen X1, ..., X,, und Konstanten a1, ..., a, gilt

=1 i=1

E

Beweis. Per Induktion Uber n genlgt es, den Fall n = 2 zu zeigen: E[a X + bY| = a E[X] + bE[Y] fur
X, Y mit E[|X|],E[|Y]] < oc.

Diskreter Fall. Sei p(z,y) = P(X = z, Y = y) die gemeinsame Massefunktion mit Randverteilungen
px(z) =32, p(z,y) und py (y) = >, p(z, y). Mit LOTUS fiir r(z, y) = ax + by:

ElaX +bY| = Z(aw + by) p(x,y)

= aZ:L‘Zp(:E,y) +b2yzp($,y)

—— N———
=px (z) =py ()
=aE[X]+DE[Y].

Stetiger Fall. Mit gemeinsamer Dichte f(x,y) und Randdichten fx(z) = [ f(z,y)dy, fy(y) =
| f(z,y) dz |auft dieselbe Rechnung mit Integralen statt Summen - der Fubini-Satz erlaubt die
Vertauschung der Integrationsreihenfolge (absolute Integrierbarkeit folgt aus E[| X |], E[|Y]] < c0).

Induktionsschritt. Anwenden des Zweier-Falls auf S, = >~ | a,X; und a,,+1X,,41 liefert E[S,,41] =
E[S,] + an+1 E[X,+1] und damit per Induktionsvoraussetzung die Behauptung. ]

Bemerkenswert. Im Beweis wurde keine Annahme Uber die gemeinsame Verteilung der X; gemacht -
die Linearitat gilt selbst dann, wenn die X; stark abhangig oder identisch sind. Das macht sie zum mit
Abstand méachtigsten Werkzeug fiir Erwartungswert-Rechnungen (vgl. das folgende Binomial-Beispiel:
ohne Linearitat brauchte man Binomialkoeffizienten, mit ist es eine Zeile).

Beispiel 3.2.1 (Erwartungswert der Binomialverteilung)
Sei
X ~ Binomial(n, p).
Dann zahlt X die Anzahl der Erfolge in n unabhéngigen Versuchen, wobei jeder einzelne Versuch

mit Wahrscheinlichkeit p erfolgreich ist.
Fir jeden Versuch fiihren wir eine Indikatorvariable ein:

Rt falls Versuch i ein Erfolg ist,
“ " )o, fallsVersuch i kein Erfolg ist.
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Dann gilt X; ~ Bernoulli(p) und
n
X=X1+Xp+ - +X, =) X,
=1

X ist somit die Summe der einzelnen Erfolgsindikatoren.
Aus dem Bernoulli-Beispiel wissen wir

EX;]=0-(1-p)+1-p=p.

Mit der Linearitat des Erwartungswerts folgt daher

ZXZ-] =D _EX]=> p=np

E[X]=E

Also
E[X] = np.
Wichtig: Fir diese Erwartungswertrechnung braucht man die Unabhangigkeit der X; nicht.

Entscheidend ist nur, dass jeder Indikator denselben Erwartungswert p hat. Die Unabhangigkeit
gehort zur tblichen Definition der Binomialverteilung, aber die Linearitat selbst funktioniert auch

ohne sie.

Satz 3.2.2

Sind X1, ..., X,, unabhéngig, soist E[[ [, X;] = [[;~, E[Xi].

71

Beweis. Wir setzen E[| X;|] < oo fir alle ¢ voraus, damit alle Erwartungswerte existieren. Es genugt,

den Fall zweier unabhéangiger Zufallsvariablen X, Y zu zeigen, also
E[XY] = E[X] E[Y];

der allgemeine Fall folgt daraus per Induktion.

1. Zwei Faktoren. Unabhangigkeit bedeutet, dass die gemeinsame Verteilung faktorisiert. Im stetigen

Fall mit gemeinsamer Dichte gilt fx y (z,y) = fx(z) fy (y), und mit LOTUS fir g(x,y) = xy folgt

BUxY) = [ [ oy foyy)dedy = ( [ o fe@de) ([ fv(w)dy) = ELX) ElY)
RJR R R
Im diskreten Fall ersetzt man Dichten durch Massefunktionen und Integrale durch Summen:

EXY) =Y aypx @) pvy) = (Y wpx(@) (Y ypv) = EX] E[Y].

Das Vertauschen von Doppelsumme bzw. Doppelintegral und Produkt ist erlaubt, weil bei

E[| X|],E[]Y]] < cc alles absolut konvergiert (Satz von Fubini—Tonelli).
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2. Induktion iiber n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Die Aussage gelte fiir n — 1 Faktoren. Da X,
unabhangig vom Vektor (X;,..., X,_1) ist, ist X,, auch unabh&ngig von der Funktion H?;ll X; dieses
Vektors. Mit dem Zwei-Faktoren-Fall und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir

E“ﬁX} :EK?ﬁXi)Xn} :E[ﬁXZ} E[X,] = <ﬁE[Xi]) E[X,] = ﬁE[Xi]. m

3.3 Varianz und Kovarianz

Definition 3.3.1

Die Varianz von X mit Mittelwert  ist Var(X) = E[(X — p)?]. Die Standardabweichung ist

o =4/ Var(X).

Bemerkung 3.3.1 (Wann existiert die Varianz?)

Die Varianz ist genau dann definiert und endlich, wenn X ein endliches zweites Moment besitzt:
E[X?] < oo.

Die Menge dieser Zufallsvariablen auf (2, A, P) heilt L?(Q2, A, P) — auf L?, und nur dort, ist
die Varianz berechenbar. Ein einziges Kriterium gentigt, denn wegen |X| < 1 + X2 gilt die
Inklusionskette L? c L':

E[X?] < 00 = E[|X|] < o0 = u = E[X] existiert endlich.

Das endliche zweite Moment liefert also den Mittelwert 1 und die Endlichkeit von E[(X — p)?]
zugleich. Praktisch priift man

> 2’f(x) <oo (diskret)  bzw. /OO 22 f(z)dx < oo (stetig).

— 00

Wo es scheitert: Bei der Cauchy-Verteilung existiert schon y nicht (E[| X|] = oo, siehe oben),
also erst recht keine Varianz. Bei der ¢,-Verteilung ist die Varianz fiir 1 < v < 2 unendlich (und p
fehlt fir v < 1); bei der Pareto-Verteilung mit Index o < 2 ebenfalls unendlich.

Auf welcher Menge berechne ich die Varianz? Der Erwartungswert ist ein Integral Giber ganz €2
(E[-] = J, - dP); man berechnet die Varianz nicht auf einer Teilmenge. Die Streuung eingeschrénkt
auf ein Ereignis A mit P(A) > 0 ist die bedingte Varianz Var(X | A), gebildet bezliglich P(- | A).

Die Varianz misst die mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert und damit die Streuung
der Verteilung um .. Drei Beobachtungen machen die Definition Var(X) = E[(X — u)?] prazise:

o Warum quadriert? Die mittlere vorzeichenbehaftete Abweichung tragt keine Information, denn
EX —pl =E[X]—p=0

- positive und negative Abweichungen heben sich exakt auf. Das Quadrat beseitigt das Vorzeichen
und gewichtet grofe Abweichungen tberproportional stark.
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« Minimaleigenschaft des Mittelwerts. Unter allen Konstanten ¢ wird die mittlere quadratische
Abweichung E[(X — ¢)?] genau bei ¢ =  minimal, und der Minimalwert ist Var(X). Denn

E[(X — )] = E [(X — 1) + (1 — ©))?] = Var(X) + (u— ¢)> > Var(X),

mit Gleichheit nur fir ¢ = p (der gemischte Term verschwindet wegen E[X — u] = 0). Der
Erwartungswert ist also der beste konstante Vorhersagewert im quadratischen Sinn.

o Einheiten. Var(X) trdgt die quadrierte Einheit von X (z.B. m?). Die Standardabweichung o =
\/Var(X) hat dieselbe Einheit wie X und ist daher die direkt interpretierbare ,typische” Abweichung
vom Mittelwert.

Zwei Verteilungen kdnnen denselben Erwartungswert besitzen und sich trotzdem stark in der Varianz
unterscheiden. Die folgende Abbildung zeigt zwei Dichten mit identischem 1, und gleicher Gesamtflache
1: Die schmale, hohe Kurve hat kleine Varianz (die Werte konzentrieren sich nahe bei 1), die breite,
flache Kurve groRe Varianz.

Dichte f(x)

A

groRe Varianz
T

Beide Kurven haben denselben Mittelwert ;. und dieselbe Flache 1. Kleine Varianz bedeutet eine schmale, hohe
Dichte (Werte nah bei 11); groBe Varianz eine breite, flache Dichte (Werte weit gestreut).

Satz 3.3.2

1. Var(X) = E[X?] — [E[X]]? (Verschiebungssatz),
2. Var(aX +b) = a® Var(X),

3. Var(X) > 0.

Beweis. Wir setzen voraus, dass X € L?ist, also E[X?] < co. Dann ist auch E[|X|] < oo, der Erwar-
tungswert
n=E[X]

existiert endlich, und alle folgenden Ausdriicke sind wohldefiniert.
1. Verschiebungssatz. Aus der Definition der Varianz folgt
Var(X) = E[(X — p)?).

Wir entwickeln das Quadrat:
(X —p)? = X? —2uX + 2.
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Mit Linearitat des Erwartungswerts erhalten wir
Var(X) = E[X? — 2uX + 4] = E[X?] — 2uE[X] + 12

Da n = E[X] qilt,

—2uB[X] + p? = —2p% + p® = —p2.

Also
Var(X) = E[X?] - u* = E[X?] - [E[X]]>

Das ist der Verschiebungssatz: Statt die mittlere quadratische Abweichung direkt zu berechnen, darf
man das zweite Moment minus Quadrat des ersten Moments nehmen.

2. Lineare Transformation. Sei
Y =aX +0.

Dann ist
EY] =E[aX +b] = aE[X]+b=apu+b.

Die zentrierte Zufallsvariable ist daher
Y —E[Y] = (aX +b) — (ap+b) = a(X — p).

Also
Var(aX +b) = Var(Y) = E[(Y — E[Y])?] = E[a*(X — p)?] .

Da a? konstant ist,
Var(aX +b) = a* E[(X — p)?] = a® Var(X).

Die Konstante b verschiebt die Verteilung nur nach links oder rechts; sie andert die Streuung nicht. Der
Faktor a skaliert Abstande, deshalb skaliert die Varianz mit a2.

3. Nichtnegativitat. Fir jedes w € Q gilt
(X(w) —p)?>0.
Der Erwartungswert einer nichtnegativen Zufallsvariablen ist nichtnegativ. Daher
Var(X) = E[(X — )% > 0.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (X — u)? = 0 fast sicher, also X = 1 fast sicher. In diesem Fall streut
X gar nicht. [ |

Beispiel 3.3.1

X ~ Binomial(n, p): Var(X;) = p(1 — p). Da die X; unabhéngig: Var(X) = np(1 — p).
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(4

P(X =k)
1 p=mnp=>5
20—
0 |
. ;
: N
5

6 7 8 9 10

Wahrscheinlichkeitsfunktion einer Binomial(n, p)-Variable (hier n = 10, p = 0,5). Erwartungs-
wert y = np = 5, Varianz Var(X) = np(l — p) = 2,5 und damit Standardabweichung
o = +/np(1 — p) =~ 1,58. Der eingezeichnete Bereich [i. — o, i1 + o] hat Breite 20 und enthélt den
Grof3teil der Wahrscheinlichkeitsmasse — je kleiner p(1 — p), desto schmaler dieser Bereich.

Satz 3.3.3
Sind X, ..., X, iid mit u = E[X;], 0? = Var(X;) und X,, = 1 3 X}, so ist

0.2

E[X,] =p, Var(X,)= et

Was bedeutet iid?

Die Abkurzung iid steht fur independent and identically distributed, also:

.. alle X; sind unabhangig,
X1,..., X, iid  <—
alle X; haben dieselbe Verteilung.

Deshalb haben alle X; denselben Erwartungswert i und dieselbe Varianz o2.
Unabhangigkeit bedeutet: Eine Beobachtung verrat nichts (iber die nachste. Deshalb faktorisiert
der Erwartungswert von Produkten, und die gemischten Terme verschwinden:

i£j — E[Xi—p)(X; — ) = EDX; — ] E[X; — 1] = 0.

Anschaulich: X, ..., X,, sind wiederholte Messungen unter denselben Bedingungen, ohne
gegenseitige Beeinflussung. Genau dann mittelt X,, denselben Zufall n-mal; die Lage bleibt g,
aber die Streuung schrumpft auf o2 /n.

getrennte Zufallsziehung

X1 Xo X3 Xy
erteilung |f erteilung |f erteilung |f erteilung Jf

- - - gleich verteilt: gleiche Form, gleiches y, gleiche o2 - - -

Gleiche Verteilung bedeutet: Jede Beobachtung entsteht nach demselben Zufallsmechanismus.

75
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Beweis. Mit Linearitat des Erwartungswerts:

_ 1 < 1 < 1
E[X,] :E[nZXi] :EZE[XZ.] =~ np=p.
=1 =1

Fir die Varianz rechnen wir direkt mit der Definition. Wegen X, — = 1 3" (X, — p) ist

n

n

<% Z(Xz - M))2] = % Z ZE[(X’L = ) (X — p)]-

i=1 i=1 j=1

Var(X,) =E

Furi # j sind X; — pund X; — 1 unabhéngig; nach Satz 3.2.2 faktorisiert der Erwartungswert, und es
bleibt E[X; — p] E[X; — ] = 0-0 = 0. Von der Doppelsumme iiberleben also nur die » Diagonalterme
E[(X; — p)?] = o*
— 1 9 O
Var(X,,) = 3ot =
|

Die Varianz des Stichprobenmittels schrumpft mit 1/n — das ist der mathematische Kern von ,mehr
Daten = mehr Prazision®“.

Definition 3.3.4

Die Kovarianz misst, ob zwei Zufallsvariablen gemeinsam nach oben oder nach unten von ihren
Mittelwerten abweichen. Sie ist definiert als

Cov(X,Y) =E[(X — px)(Y — py)] = E[XY] — pxpy.

Bemerkung 3.3.2 (Riickblick auf das Stichprobenmittel)

Die gemischten Terme E[(X; — u)(X; — u)], die im Beweis von Var(X,,) = o2 /n verschwanden,
sind genau die Kovarianzen Cov(X;, X ;). Jene Rechnung ist damit riickblickend der Spezialfall
von Satz 3.3.7 flr unkorrelierte Summanden — dort wurde sie nur noch ohne den Begriff gefiihrt,
der erst hier zur Verfligung steht.

Sinn der Kovarianz

Die Varianz betrachtet eine Variable allein:
Var(X) = E[(X — ux)?).

Sie fragt: Wie stark streut X um seinen Mittelwert?
Die Kovarianz betrachtet zwei Variablen gleichzeitig:

Cov(X,Y) =E[(X — px)(Y — py)].

Sie fragt: Weichen X und 'Y typischerweise gemeinsam in dieselbe Richtung ab?
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Y — py
A
'
e
/. .
] < » X —px
o
/. .
gleich®s Vorzeichen verschiedenes VGrzeichen
‘positiver Beitrag negativer Beitrag

Liegt X Uber seinem Mittelwert und liegt gleichzeitig auch Y iber seinem Mittelwert, ist das
Produkt (X — ux)(Y — uy) positiv. Dasselbe gilt, wenn beide unter ihren Mittelwerten liegen.
Solche Beobachtungen sprechen fiir positive Kovarianz.

Liegt dagegen X uber seinem Mittelwert, wahrend Y unter seinem Mittelwert liegt, ist das
Produkt negativ. Solche Beobachtungen sprechen fiir negative Kovarianz. Heben sich positive
und negative Beitrage im Mittel auf, ist die Kovarianz nahe 0.

Satz 3.3.5
1. Cov(X, X) = Var(X),
2. X 1Y =Cov(X,Y)=0 (Umkehrung gilti. A. nicht!),

3. Cov ist symmetrisch, bilinear, und Cov(X,a) = 0.

Beweis. Wir verwenden durchgehend die Darstellung
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y].
1. Fir Y = X folgt sofort
Cov(X, X) = E[X? — E[X]? = Var(X).
2. Sind X und Y unabhéngig, dann gilt E[XY| = E[X] E[Y]. Daher
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] = 0.

Die Umkehrung giltim Allgemeinen nicht: Aus Cov (X, Y") = 0 folgt nur, dass der lineare Zusammenhang
verschwindet, nicht aber Unabhangigkeit.

3. Symmetrie. Da XY =Y X, gilt
Cov(X,Y) =E[XY] - E[X]E[Y] = E[YX] — E[Y]E[X] = Cov(Y, X).

Bilinearitat. Fiir Konstanten «, 5 € R gilt
Cov(aX + 5Z,Y) =E[(aX + 2)Y] — ElaX + BZ]E[Y]
= aE[XY]+ BE[ZY] — («E[X] + BE[Z]) E[Y]
=aCov(X,Y)+ 8Cov(Z,Y).
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Wegen Symmetrie folgt dieselbe Linearitat auch im zweiten Argument.

Ist a konstant, dann ist E[a] = a und somit

Cov(X,a) =E[Xa] — E[X]E[a] = aE[X]| —aE[X] = 0.

Satz 3.3.6 (Varianz einer Linearkombination)

Seien X1,..., X, € L?>und ay,...,a, € R. Dann gilt

n

Var(iain) = Z S aiaj COV(Xi,Xj).
i=1

i=1 j=1

Sind die X; paarweise unkorreliert — insbesondere, wenn sie unabhangig sind —, reduziert sich

die Formel zu
Var <Z aiX¢> = Z a? Var(X;).
i=1 i=1

Beweis. Setze Z = """ | a;X;. Mit Var(Z) = Cov(Z, Z) und der Bilinearitat der Kovarianz folgt

J

Var(Z) = Cov ZaiXi’Zanj = ZZaiaj Cov(Xj, Xj).
4 i 7
Im unkorrelierten Fall verschwinden alle Summanden mit i # ;. [ |

Satz 3.3.7 (Varianz einer Summe)
Sind X,Y € L?, so gilt

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y).

Beweis. Nach Punkt 1 des vorigen Satzes ist die Varianz die Kovarianz einer Zufallsvariable mit sich
selbst, Var(Z) = Cov(Z, Z). Angewandt auf Z = X + Y und ausmultipliziert mit der Bilinearitat
(Punkt 3):
Var(X £Y)=Cov(X Y, X 1Y)
= Cov(X,X) £ Cov(X,Y) £ Cov(Y, X) + Cov(Y,Y)
= Var(X) 4 Var(Y) £ 2 Cov(X,Y).

Im zweiten Schritt liefert das gemischte Vorzeichen zweimal denselben Beitrag + Cov(X,Y), im
letzten Term dagegen (+1) - (£1) = +1 — deshalb steht vor Var(Y") immer ein Plus. Der Schritt von
der dritten zur letzten Zeile nutzt die Symmetrie Cov(X,Y) = Cov(Y, X).

Ist Cov(X,Y) = 0 - etwa weil X und Y unabhangig sind -, so féllt der gemischte Term weg und die
Varianzen addieren sich einfach. Genau dieser Schritt steckt hinter Var(X,,) = 02 /n. [
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Definition 3.3.8
Sind Var(X) > 0 und Var(Y") > 0, so heil3t

Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)

PXY)= v/ Var(X) Var(Y) Ox0y

die Korrelation von X und Y.

Lemma 3.3.9 (Korrelationsschranke)

Fir X,Y € L? mitox, oy > 0 gilt
—-1<p(X,)Y) <1

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn Y fast sicher affin von X abhangt: p = +1bei Y =aX + b
mita > 0,und p = —1 beia < 0.

Beweijs. Schritt 1: Standardisieren. Wir setzen

Aus Var(aX) = a? Var(X) folgt Var(U) = 0% /0% = 1 und ebenso Var(V) = 1. Die Bilinearit&t der
Kovarianz liefert Cov(X.Y
Cov(U,V) = Cov(X,Y) _ o
oxOoy

Schritt 2: Nichtnegativitat ausnutzen. Satz 3.3.7, angewandt auf U und V, ergibt
Var(U£V)=14+1£2p=2(1%p).

Varianzen sind nie negativ, alsoist 14+ p >0und 1 — p > 0 — zusammen genau —1 < p < 1.

Schritt 3: Der Gleichheitsfall. p = 1 bedeutet Var(U — V) = 0. Aus E[(Z—E[Z])?] = Ound (Z —E[Z])? >
0 folgt Z = E[Z] fast sicher; die Differenz U — V' ist also f.s. eine Konstante c. Einsetzen und Auflésen
nachY:

£fizc — Y:U—YXfcoy,

ox Oy ox
eine affine Funktion mit positiver Steigung. Der Fall p = —1 verlauft analog tber Var(U + V) = 0 und

liefert negative Steigung.
Umgekehrt sei Y = aX + b mit a # 0. Dann ist Cov(X,Y) = a Var(X) und oy = |a|ox, also

2
p:&:i:il. [
O'X“CL|O'X |a]

Bemerkung 3.3.3 (Zwei Wege zur selben Schranke)

Die Korrelationsschranke ist ein Spezialfall der Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz 4.2.1 in
Kapitel 4), die | Cov(X,Y)| < oxoy direkt liefert. Der Beweis hier kommt ohne dieses schwerere
Werkzeug aus: Er braucht nur Var > 0 und die Rechenregel fir Var(X + Y") von der vorigen Seite.
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3.4 Erwartungswert und Varianz wichtiger Verteilungen

Verteilung E[X] Var(X)
Punktmasse an a a 0
Bernoulli(p) p p(1—p)
Binomial(n, p) np np(1 —p)
Geometrisch(p) 1/p (1—p)/p*
Poisson()\) A A
Uniform(a, b) (a+0b)/2 (b—a)?/12
Normal(y, o2) w o2
Exp(6) G Ch
Gamma(a, 3) af o3?
Beta(a, ) pa %
t, 0(wr>1) A >2)
Xz p 2p

Lemma 3.4.1 (Multivariate Varianz)

Sei X = (X1,...,Xy) " ein Zufallsvektor mit endlichen zweiten Momenten, Erwartungswertvek-
tor 1 und Kovarianzmatrix X. Fir jedes a € RF gilt

Ela"X]=a'pu, Var(a' X) = a' Xa.

Beweis. Die erste Formel ist die Linearitat des Erwartungswerts. Fur die zweite wenden wir Satz 3.3.6
an:

ko k
Var(a ZZ aia; Cov(X;, X;) = a' Za.

Bemerkung 3.4.1 (Strukturelle Beziehungen wichtiger Verteilungen)

Die Tabelle wird durch einige besonders niitzliche Beziehungen erganzt:

 Eine Binomialvariable ist die Summe unabhangiger Bernoulli-Variablen; bei festem \ = np
konvergiert Binomial(n, A\/n) gegen Poisson(\).

» Die geometrische Verteilung ist gedachtnislos: P(X > n+m | X > n) = P(X > m).
Dasselbe stetige Prinzip besitzt die Exponentialverteilung.

e Sind X; ~ N(u;,0?) unabhéngig, so gilt
Z CLZ'XZ' ~ N(Z Qg g, Zafaf) .

e Exp(f) = Gamma(1, §) und Uniform(0, 1) = Beta(1, 1).
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« Firunabhéngige 71, ..., Z, ~ N(0,1) gilt 337, Z? ~ x;; auBerdem konvergiert ¢, fiir v — oo
in Verteilung gegen N (0, 1).

3.5 Bedingter Erwartungswert

Definition 3.5.1
Der bedingte Erwartungswert von X gegeben Y = y ist

Yo.rfxyy(x|y) falls X diskret,

EX|Y =y =
- / {fxfxw(xly)dx falls X stetig,

mit der bedingten Dichte bzw. pmf fxy (= | y) = fx v (=, y)/fv (y) aus Abschnitt 2.8, vorausge-
setzt fy (y) > 0.

Definiere g(y) = E[X | Y = y|. Dannist E[X | Y] = g(Y)) eine Zufallsvariable.

Bemerkung 3.5.1 (Idee des bedingten Erwartungswerts)

Der bedingte Erwartungswert E[X | Y = y] ist der mittlere Wert von X, wenn wir bereits wissen,
dass Y den Wert y angenommen hat. Es ist dieselbe Konstruktion wie beim gewohnlichen
Erwartungswert E[X] = [ z fx(z) dz — Wert mal Gewicht, integriert —; der einzige Unterschied
liegt in der Gewichtung:

E[X] gewichtet mit fx (), E[X | Y = y] gewichtet mit fxy (= | y).

Die Information , Y = 4" verandert also nur die Gewichte: Statt iber alle moglichen Welten zu
mitteln, mitteln wir nur noch Uber die Teilwelt, in der Y = y gilt.

Anschaulich: Man stelle sich die gemeinsame Dichte fx y als Gebirge Gber der (z,y)-Ebene
vor. Ein senkrechter Schnitt bei festem y liefert das Profil z — fx y(z,y); dieses hati. A. nicht
die Flache 1, also normiert man durch fy (y) und erhalt die bedingte Dichte fxy(z | y) =
fxv(z,y)/fy(y). Deren Schwerpunkt auf der z-Achse ist gerade E[.X | Y = y]. Der Nenner fy (y)
ist dabei nur die Normierung, die [ fx|y (z | y) dz = 1 sicherstellt.

Zahl vs. Zufallsvariable: Fir festes y ist E[X | Y = y] eine Zahl. Lasst man y variieren, entsteht
die Funktion g(y) = E[X | Y = y],und E[X | Y] = g(Y) ist selbst eine Zufallsvariable. Dies ist
die Briicke zur Turm-Eigenschaft E[E[X | Y]] = E[X]: Mittelt man die bedingten Mittelwerte
tber alle y (gewichtet mit fy), erhédlt man den Gesamtmittelwert zuriick — man berechnet E[X]
»in zwei Etappen”.

MaBtheoretischer Einschub: Der Satz von Radon-Nikodym

Die formale Existenz von E[X | Y] steht und fallt mit einem zentralen Resultat der Mal3theorie. Wir
fahren ihn hier explizit ein. Mal3, MalRraum und o-Endlichkeit stehen in Definition 1.8.3; einen Begriff
brauchen wir zusatzlich, weil das gleich konstruierte v auch negative Werte annehmen kann.
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Definition 3.5.2 (Signiertes MaR)
Ein signiertes MaB auf ({2, F) ist eine Funktion
vi:F—=R mit v())=0,
fur die bei paarweise disjunkten A, Ao, ... € F
=1 =1

gilt, wobei die Reihe absolut konvergieren muss.

Gegenuber Definition 1.8.3 ist der Wertebereich geandert: negative Werte sind erlaubt, dafiir
sind oo ausgeschlossen. Die absolute Konvergenz ist gegeniiber Definition 1.8.2 die einzige
Zusatzforderung; sie ist n6tig, weil die Vereinigung links nicht von der Reihenfolge der A; abhangt,
eine nur bedingt konvergente Reihe rechts aber sehr wohl. Jedes endliche Mal ist ein signiertes
Mal.

Definition 3.5.3 (Absolutstetigkeit)
Seien p, v Malle auf (2, F). v heil}t absolutstetig beziiglich 1, geschrieben v < (, falls

WA =0 = v(A)=0 VAeF.

Satz 3.5.4 (Radon-Nikodym)

Sei (2, F) ein messbarer Raum, i ein o-endliches Mal} und v ein o-endliches signiertes Mal}
auf 7 mit v <« p. Dann existiert eine 7-messbare Funktion f : Q — R mit

V(A):/Afd,u VAe F.

f ist u-fast tiberall eindeutig und wird als Radon-Nikodym-Ableitung bezeichnet:

_dv

f=a

Beweisskizze. Der Beweis verwendet typischerweise einen der folgenden Ansatze:

(a) Hilbertraum-Ansatz (von Neumann): Fiir endliche MaRe betrachte das Funktional L(g) = [ g dv auf
L*(Q, F, u+ v). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert h € L? mit L(g) = [ ghd(u + v).
Aus der Beziehung [ g(1 — h) dv = [ ghdp folgt f = h/(1 — k) mit den gewiinschten Eigenschaften.
Die o-Endlichkeit liefert die Verallgemeinerung durch Ausschopfung.

(b) Hahn-Jordan-Zerlegung: Fiir signierte MaRe zerlege v = v — v~ und wende den positiven Fall an.

Fir den vollstandigen Beweis siehe Billingsley, Probability and Measure, §32, oder Rudin, Real and
Complex Analysis, Kap. 6. [ |



3 Erwartungswert 83

Bemerkung 3.5.2 (Anwendung auf die bedingte Erwartung)
Sei X integrierbar und G C F eine Unter-o-Algebra. Definiere auf (2, G) das signierte Mal}
v(A) ::/XdIP’, Acg.
A
Aus P(A) = 0 folgt v(A) = 0, also v <« P|g. Nach Radon-Nikodym (Theorem 3.5.4) existiert eine

G-messbare Funktion Z mit [, Z dP = [, X dP fiir alle A € G. Diese Funktion wird per Definition
als bedingte Erwartung bezeichnet:

d
E[X | G] == dP”’g.

Das ist die Idee; ausgefiihrt und um die Eindeutigkeit erganzt wird sie in Theorem 3.5.5. Fiir
G=o(Y)ergibtsichE[X | Y].

Zuriick zur bedingten Erwartung

Bevor mit E[X | Y] gerechnet wird, muss feststehen, dass es dieses Objekt gibt und dass es eindeutig
ist. Beides steht bislang nur zwischen den Zeilen der Bemerkung oben; der folgende Satz schreibt
es aus. Er ist die Grundlage fur alles Weitere in diesem Abschnitt — jede Rechenregel wird darauf
zurlickgefiihrt, dass zwei Zufallsvariablen, die dieselben Integrale liber alle A € G liefern, fast sicher
ubereinstimmen.

Satz 3.5.5 (Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung)

Sei (22, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X integrierbar und sei G C F eine Unter-o-Algebra.
Dann gilt:

1. Existenz. Es gibt eine G-messbare, integrierbare Zufallsvariable Z mit

/Zd}P’:/Xd}P’ furalle A € G.
A A

2. Eindeutigkeit. Erfiillen Z und Z beide diese Bedingung, so ist Z = Z P-fast sicher.
3. Schranke. Jedes solche Z erfiullt E[| Z|] < E[|X]].

Beweis. (a) Existenz. Auf (Q,G) wird
v(A) ::/Xd}P’, Aeg,
A

gesetzt. Das ist ein endliches signiertes Mal3: endlich wegen |v(A4)| < E[|X]] < oo, und o-additiv,
weil sich bei paarweise disjunkten Ay, A,,... € G Summe und Integral vertauschen lassen — die
Partialsummen X 14,...u4, werden von | X | majorisiert, und | X | ist nach Voraussetzung integrierbar,
also greift der Satz von der majorisierten Konvergenz.

Aus P(A) = 0folgt v(A) = 0, denn ein Integral tber eine Nullmenge verschwindet. Also ist v < P|g,
und Theorem 3.5.4 liefert eine G-messbare, integrierbare Funktion Z = dv/dP|g mit der behaupteten
Integralgleichheit.
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(b) Eindeutigkeit. Seien Z und Z beide G-messbar, integrierbar und beide Lésungen. Fiir n > 1 setze
A, = {Z—ZZ%}.

Mit Z und Z ist auch Z — Z G-messbar, also A4,, € G — und nur deshalb darf A,, (iberhaupt eingesetzt
werden. Beide Integrale ber A, stimmen mit [, X dP iberein und sind endlich, also

. ~ 1
0:/ de—/ ZdIP’:/ (Z — Z)dP > = P(A,),
An An An

und damit P(4,,) = 0. Wegen {Z > Z} = U,>1 An folgt P(Z > Z) = 0; Vertauschen der Rollen von Z
und Z liefert P(Z > Z) = 0. Zusammen ist Z = Z P-fast sicher.

(c) Schranke. Da Z G-messbar ist, liegen {Z > 0} und {Z < 0} in G. Einsetzen dieser beiden Mengen

ergibt
EHZH:/ de—/ ZdIP’:/ XdIP’—/ X dP < E[|X]). ]
{z>0} {Z<0} {z>0} {z<0}

Mehr als fast sichere Eindeutigkeit ist nicht zu holen: E[X | G] ist keine einzelne Funktion, sondern
eine Klasse von Funktionen, die sich hochstens auf einer P-Nullmenge unterscheiden. Jede einzelne
davon heil3t eine Version der bedingten Erwartung. Deshalb steht bei jeder Aussage tber bedingte
Erwartungen der Zusatz ,P-f.s.” — er ist keine Vorsicht, sondern die genaue Sprechweise. Teil (3) sagt
auBerdem, dass das Bedingen die Integrierbarkeit nicht verschlechtert: E[| E[X | G]|] < E[|X|].

DerFall G = o(Y)
Fir eine Zufallsvariable Y wird
E[X |Y]:=E[X |o(Y)], o(Y):={Y YB): BeBR)},

gesetzt. Damit Theorem 3.5.5 anwendbar ist, muss o(Y) eine Unter-o-Algebra von F sein. Das ist der
Fall, denn Urbilder vertragen sich mit allen Mengenoperationen:

YR =0 (Y®) =y B, Y 'B.)= Y—1< U Bn>.

n>1 n>1

Weil B(R) unter Komplement und abzahlbarer Vereinigung abgeschlossen ist, ibertragt sich das auf
o(Y); weil Y eine Zufallsvariable ist, liegt jedes Urbild Y ~1(B) in F. Also ist o(Y") eine o-Algebra mit
o(Y) C F,und sie ist die kleinste, bezliglich der Y messbar ist — jede solche muss sémtliche Y ~1(B)
enthalten.

Inhaltlich ist o(Y') genau das, was sich aus der Beobachtung von Y ablesen lasst: A € o(Y') heilt,
dass man allein am Wert Y (w) entscheiden kann, ob A eingetreten ist. Damit wird die Bedingung
»,gegeben Y zu einer Aussage (ber Information und nicht mehr (iber einen einzelnen Wert y — das ist
der Schritt, der auch dann noch tragt, wenn P(Y = y) = 0 ist.
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Satz3.5.6 (E[X | Y] = g(Y) ist eine Zufallsvariable)

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X integrierbar (E[| X|] < co) und Y eine Zufallsvaria-
ble. Dann existiert eine Borel-messbare Funktion g : R — R mit

E[X | Y] =g(Y) Pfs.,

und ¢(Y') ist eine Zufallsvariable auf (€2, F).

Beweis. (1) E[X | Y]ist o(Y)-messbar. Theorem 3.5.5, angewandt auf G = o(Y), liefert die Existenz
von E[X | Y] = E[X | o(Y)], die o(Y)-Messbarkeit, die Integrierbarkeit und die P-fast sichere
Eindeutigkeit. Gebraucht wird im Folgenden nur die Messbarkeit.

(2) Faktorisierungslemma (Doob-Dynkin). Jede (Y )-messbare Funktion Z besitzt eine Darstellung
Z = goY mit Borel-messbarem g. Beweis per maRtheoretischer Induktion: Indikatoren: A = Y ~(B) =
1,4 = Ip o Y. Einfache Funktionen: Linearkombinationen Ubertragen sich. Nichtnegative Funktionen:
Approximation Z,, 1 Z mit Z,, = g,(Y); setze g := limsup,, g,, Borel-messbar. Allgemeiner Fall:
Zerlegung Z = Z*T — Z~.

(3) Anwendung. Da E[X | Y] nach (1) o(Y)-messbar ist, liefert (2) ein Borel-messbares g mit E[X |

Y] =g(Y)Pfs.
(4) Messbarkeit. Fiir B € B(R) gilt (g0 Y)~Y(B) = Y ! (¢~!(B)). Mit g Borel-messbar folgt g~ (B) ¢
B(R), und mit Y Zufallsvariable folgt Y ~!(¢g=(B)) € F. Also ist g(Y) eine Zufallsvariable. [ |

Die Funktion g heil3t Regressionsfunktion und ist Py -fast iberall eindeutig.

Lemma 3.5.7 (Rechenregeln fiir bedingte Erwartungen)

Seien U und V integrierbar, a,b € R, und sei h : R — R Borel-messbar. Dann gelten, soweit die
auftretenden Produkte integrierbar sind:

1. Linearitat:
ElaU +bV | Y] =aE[U | Y]+ bE[V | Y].

2. Unabhangigkeit: Ist U | Y, soist
E[U | Y] =E[U] P-f.s.
3. Herausziehen bekannter Faktoren:

E[R(Y)U | Y] = A(Y)E[U | Y].

Beweis. Alle rechten Seiten sind o(Y')-messbar. Die Aussagen folgen aus der definierenden Integral-
gleichheit der bedingten Erwartung. Fur A € o(Y) gilt etwa

/ (aE[U | Y]+ bE[V | Y})dP:a/
A

Ud]P’+b/VdIP:/(aU+bV)d]P’.
A A A

Ist U LY, so erfillt die konstante Zufallsvariable E[U] dieselbe Gleichheit, denn E[U14] = E[U]|P(A)
fur A € o(Y'). Beim dritten Punkt ist 1(Y") bereits durch die Bedingung bekannt; die Gleichheit folgt



86 3 Erwartungswert

zunachst fiir Indikatoren und einfache Funktionen ~ und danach durch Approximation fiir integrierbare
R(Y)U. In jedem der drei Falle erfiillt also die behauptete rechte Seite dieselbe Integralgleichheit
wie die linke, und Teil (2) von Theorem 3.5.5 - die fast sichere Eindeutigkeit — liefert die Gleichheit
P-f.s. [ |

Satz 3.5.8 (Iterierte Erwartungswerte, Turm-Eigenschaft)
Ist Y integrierbar, also E[|Y|] < oo, so gilt

E[E[Y | X]] = E[Y].

Erst innerhalb der Gruppen mitteln, dann tber die Gruppen — das Ergebnis ist der Gesamtmittelwert.

Beweis. Diskreter Fall (die Mechanik). Sei g(z) =E[Y | X =z] =3 yP(Y =y | X = z). Der duere
Erwartungswert mittelt ¢(X) tber die Verteilung von X:

EEY | X]] =Y g B(X =)= 3 (S yP( =y | X =) )B(X = 2)

=Y D R =y | X =0)P(X =a) =Dy P(X =¥ =y)
Ty r

=P(X=z,Y=y) v

=S yP(Y =y) =E[Y].

Der Kern ist der Ubergang von der bedingten zur gemeinsamen Wahrscheinlichkeit (Produktregel) und
danach das Aufsummieren Uber x, das die Randverteilung von Y zurlickgibt. Das Vertauschen der
Summationsreihenfolge ist erlaubt, weil wegen E[|Y|] < oo alles absolut konvergiert.

Stetiger Fall. Wortgleich mit Dichten statt Massefunktionen; aus fyx (v | z) fx(z) = fx v (z,y) folgt

BELY | X1 = [ ([ vfoxtl2)dn) fx@)de= [ o [ froy)do dy=ELY,

=fy(y)

wobei das Vertauschen der Integrationsreihenfolge durch Fubini—Tonelli gerechtfertigt ist.

Allgemeiner Fall (in einer Zeile). MalRtheoretisch ist Z = E[Y | X] per Definition diejenige o(X)-
messbare Zufallsvariable mit

/ZdIP:/YdIP’ furalle A € o(X).
A A
Da 2 € o(X), darf man A = Q wahlen - und das ist bereits die Behauptung:

mmzézmzéywzmw

Die Turm-Eigenschaftist also kein Zusatzresultat, sondern der Spezialfall der definierenden Eigenschaft
flr das groBtmaogliche Ereignis. [ |
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Beispiel 3.5.1 (Gleichverteilung unter der Diagonalen)
Sei X ~ Uniform(0, 1) und, nach Beobachtung von X = z,
Y | X =z ~ Uniform(0, z).

Fir 0 < = < 1ist die bedingte Dichte fyx(y | #) = 1/z auf 0 <y < . Daher

1 a3 X
E[Y\X_x]_/o yody=2,  EY|X]=7.
Die Turm-Eigenschaft liefert sofort
X 1 1
E[Y] = E[2] = SE[X]= 2.
Y
Y=

Trager von (X A4):
O<y< <l

-

0,4 0,7

Die senkrechten cyanfarbenen Schnitte zeigen die bedingten Gleichverteilungen; ihre Mittel-
punkte liegen auf der roten Regressionsgeraden.

Zur direkten Kontrolle ist die gemeinsame Dichte fx y (z,y) = 1/z auf 0 < y < = < 1. Marginali-
sieren ergibt

1
1
fy(y)_/ —dx:—lny, O<y<1,
xr
Yy

und damit .
1
E[Y] =/ y(=Iny)dy = 7.

0

Definition 3.5.9 (Bedingte Varianz)
FurY < L? ist die bedingte Varianz gegeben X

Var(Y | X) =E[(Y —E[Y | X])?| X].
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Fir eine bedingte Dichte und festes x lautet dieselbe Definition

Var(Y | X = z) = / (v —E[Y | X = 2])fyx(y | ) dy.

Beispiel 3.5.2 (Bivariate Normalverteilung: die Regressionsgerade)

Sei (X,Y) gemeinsam normalverteilt mit Erwartungswerten px, uy, Varianzen 0%, 0% und
Korrelation p € (—1,1). Dann ist die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y wieder normal,

ox
X!Yzy~wNQu+wyyw—uy%dﬂl—f07

und insbesondere -
X

EX |Y =y] = px +p—(y — py).
oy

Der bedingte Erwartungswert ist linear in y — die Regressionsfunktion g(y) = E[X | Y = y] ist
eine Gerade, die Regressionsgerade. Ihre Steigung p ox /oy wird von der Korrelation gesteuert:
Fir p = 0istE[X | Y = y] = ux konstant (bei Normalverteilung bedeutet p = 0 Unabh&ngigkeit),
fur p # 0 verschiebt eine Abweichung (y — py) die Erwartung von X proportional dazu.

Die bedingte Varianz Var(X | Y = y) = 0% (1 — p?) hdngt nicht von y ab (Homoskedastizitat)
und ist um den Faktor (1 — p?) kleiner als o%: Die Kenntnis von Y reduziert die Unsicherheit tiber
X. Probe (iber die Turm-Eigenschaft:

E(X] = E[E[X | Y]] = pux + p X E[Y — py] = pxc.
oy T

Hohenlinien von fx v
Y =y|

y=—17 y=1.7

Jeder senkrechte Schnitt y = const liefert eine glockenférmige bedingte Dichte (griin) mit gleicher Streuung
ox+/1 — p?; ihre Mittelwerte (orange) liegen exakt auf der Regressionsgeraden (rot), die durch das Zentrum (py, pux)
der Hohenlinien (cyan) verlauft.
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Satz 3.5.10 (Varianzzerlegung)

IstY € L?, so gilt
Var(Y) = E[Var(Y | X)] + Var[E[Y | X]].

Die Gesamtvarianz zerfallt in ,Varianz innerhalb der Gruppen® plus ,Varianz zwischen den Gruppen” -
die mathematische Grundlage der Varianzanalyse (ANOVA).

Beweis. Wir schreiben abkirzend m = E[Y | X] fur die Regressionsfunktion. Die bedingte Varianz ist
definiert als die gewodhnliche Varianz unter der bedingten Verteilung,

Var(Y | X) =E [(Y —m)*| X] =E[Y? | X] — m?,

wobei die zweite Gleichung der Verschiebungssatz ist, angewandt auf die bedingte Verteilung. Wegen
Y € L? sind alle auftretenden Erwartungswerte endlich.

Erster Summand. Erwartungswert bilden und zweimal die Turm-Eigenschaft (Satz 3.5.8) anwenden -
einmal auf Y2, einmal implizit auf Y:

E[Var(Y | X)] =E[E[Y? | X]] — E[m?] = E[Y?] — E[m?].
Zweiter Summand. Der Verschiebungssatz fiir die Zufallsvariable m, wieder mit der Turm-Eigenschaft

E[m] = E[Y]:
Var(m) = E[m?] — (E[m])* = E[m?] — (E[Y])*.

Addieren. Der Term E[m?] tritt einmal mit Minus und einmal mit Plus auf und hebt sich weg:

E[Var(Y | X)] + Var(m) = E[Y?] — E[m?] + E[m?] —(E[Y])? = E[Y?] — (E[Y])? = Var(Y). ®
=0

Beispiel 3.5.3 (Varianz innerhalb und zwischen Gruppen)

Wabhle zunachst zufallig eine Grafschaft in den USA und anschlieBend zuféllig eine Person aus
dieser Grafschaft. Sei X die gewahlte Grafschaft und Y das Einkommen der Person. Dann
zerlegt sich die gesamte Einkommensvarianz als

Var(Y) = E[Var(Y | X)] = Var(E[Y | X])

Varianz innerhalb der Grafschaften  Varianz zwischen den Grafschaften

Der erste Term misst die durchschnittliche Streuung der Einkommen innerhalb einer Grafschaft,
der zweite die Streuung der grafschaftsspezifischen Mittelwerte.

Bemerkung 3.5.3 (Bedingen kann die Streuung nur verringern)

Beide Summanden sind als Erwartungswert einer nichtnegativen GroRe bzw. als Varianz selbst
nichtnegativ. Aus der Zerlegung folgt daher sofort

Var (E[Y | X]) < Var(Y),



920 3 Erwartungswert

mit Gleichheit genau dann, wenn E[Var(Y | X)] = 0, also Y f.s. bereits durch X festgelegt ist.
Umgekehrt ist Var(E[Y | X]) = 0, wenn X nichts Uber Y verrat. Das Beispiel der bivariaten
Normalverteilung oben zeigt genau diesen Effekt: Die bedingte Varianz % (1 — p?) ist um den
Faktor (1 — p?) kleiner als die unbedingte.

3.6 Momenterzeugende Funktionen

Definition 3.6.1
Die momenterzeugende Funktion (mgf) von X ist
¥x(t) = E[e"*] € (0, 00].

Da e > 0 ist, ist dieser Erwartungswert stets definiert, kann aber +oco sein. Wir sagen, X
besitzt eine mgf, wenn es ein § > 0 gibt mit

Yx(t) <oo  firallet e (—d,d).

Alle folgenden Aussagen setzen diese Bedingung voraus.

Nicht jede Verteilung hat eine mgf

Die Endlichkeit auf einer Umgebung von 0 ist eine echte Einschrankung, keine Formalie. Fiir die
Cauchy-Verteilung und die Lognormalverteilung ist ¢ x (t) = oo fiir jedes t # 0 — beide besitzen
keine mgf. Bei X ~ Exp(f) — in der Skalenkonvention dieses Buches, also f(z) = e /% -
existiert sie nur fur ¢ < 1/, immerhin auf einer Umgebung von 0. Wer mit mgfs argumentiert,
ohne ihre Existenz zu priifen, kann daher zu falschen Schliissen kommen. Das allgemeine
Werkzeug ohne diese Liicke ist die charakteristische Funktion px(t) = E[e"X], die wegen
X | = 1 immer existiert.

Beispiel 3.6.1 (mgf der Exponentialverteilung)

Sei X ~ Exp(3) mit Dichte fx (z) = 8~ e~*/# fir z > 0. Dann gilt fiirt < 1/

wx () = B[e!X] = /wewﬁ /8 gy

—(1/B—t)z 1
ﬁ/ T 1-8t

Fur¢ > 1/p divergiert das Integral. Im Spezialfall 5 = 1ist¢x(¢t) = 1/(1 —¢) firt < 1.
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Lemma 3.6.2 (Rechenregeln fiir mgfs)
Sei ¢x endlich auf (-4, 0). Dann gilt:
1. X besitzt Momente jeder Ordnung, und E[X*] = ¢§’5><0),
2. X 1Y = ¢xiv(t) = ¥x(t) ¥y (t), sofern beide mgfs bei ¢ endlich sind,

3. Yaxib(t) = eahx (at) fir alle t mit at € (=6, 6).

Beweis. 1. Ableiten unter dem Erwartungswert. Hier steckt die eigentliche Arbeit — £ E[-] = E[4 -]
ist nicht selbstverstandlich und braucht genau die Voraussetzung der Definition. Wahle ¢y < ¢; < 4.
Fir |t| <t gilt die Abschatzung

|XketX| < |X|k€to\X| — (|X’k‘e—(t1—to)\X|) Xl < oy €t1|X\,

< <oco
denn u — uFe(1—t0)u jst auf [0, c0) beschrénkt. Die dominierende GroRe ist integrierbar:
E [etl‘Xl] <E [eth] +E [e—th] = wX(tl) + ¢X(—t1) < 00.
Der Satz von der majorisierten Konvergenz erlaubt daher, Ableitung und Erwartungswert zu vertau-
schen:
E ) = [xFeX], ] < to.
Fiir t = 0 folgt ¢’(0) = E[X*]; die Abschatzung mit ¢ = 0 zeigt zugleich E[| X|*] < o, also die
Existenz aller Momente. Aquivalent liest man dasselbe an der Reihenentwicklung ab:
(tx)" E[X*]
=2 [ S - S E
k>0 k>0
die Momente sind die Taylor-Koeffizienten — daher der Name momenterzeugend.
2. Unabhingigkeit. Sind X und Y unabhangig, so sind auch X und e?* unabhéngig, denn messbare
Funktionen unabhangiger Zufallsvariablen sind unabhangig. Mit dem Produktsatz fiir Erwartungswerte
folgt
xey () = B[] R[] = B[] E [7] = gx (1) gy (1)

3. Affine Transformation. Der Faktor e’ ist deterministisch und wandert aus dem Erwartungswert
heraus:
waX—i-b(t) —F [et(aX-‘y—b)] —F [ebte(at)X] — ebt E [e(at)X] — ebt wX(at) [

Beispiel 3.6.2 (mgf der Binomialverteilung)

Fir B ~ Bernoulli(p) gilt
¥p(t) = Ele®] = (1 - p) + pe.

Ist X = >, B; ~ Binomial(n,p) mit unabhéngigen Bernoulli-Variablen B;, so liefert Lem-
ma 3.6.2

Ux(t) = [[vs.(t) = (1 —p) +pe)".
=1
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Beispiel 3.6.3 (Wichtige Momente der Normalverteilung)

Fir X ~ N(p,0?) ist

242
Px(t) = exp <#t + a;) :

Ableiten an der Stelle ¢ = 0 ergibt neben E[X] = x und Var(X) = o2 die hoheren Rohmomente
E[X3] = p® + 3uc?,  E[X*] = p* + 6u0? + 30

Fir die Standardnormalverteilung folgen insbesondere E[X3] = 0 und E[X*] = 3.

Satz 3.6.3 (Eindeutigkeitssatz)

Existiert ein 6 > 0 mit ¢x () = ¢y (t) < oo furalle t € (—0,9), so gilt F'x = Fy.

Ohne Beweis. Der Beweis fiihrt {iber die charakteristische Funktion ¢ x (t) = E[e***] und deren Umkehrformel; die Briicke
von ¢ x zu px ist eine analytische Fortsetzung in die komplexe Ebene und bendtigt Funktionentheorie, die wir hier nicht
voraussetzen. Ausfihrlich in Billingsley, Probability and Measure, §30, oder Durrett, Probability: Theory and Examples, Kap. 3.3.

Die mgf charakterisiert die Verteilung also eindeutig — das macht sie zum idealen Werkzeug, um
Faltungen zu berechnen: Statt Summenverteilungen direkt zu bestimmen, multipliziert man mgfs nach
Lemma 3.6.2 (2) und erkennt das Ergebnis wieder.

Beispiel 3.6.4

X1 ~ Binomial(ny, p), X5 ~ Binomial(nz, p) unabhangig: v x, 1 x, (t) = [(1 — p) + pe!]"1T"2, also
X1+ X9~ Binomial(m + ’I’Lg,p).

Beispiel 3.6.5

Y1 ~ Poisson();), Y2 ~ Poisson(\z) unabhangig: vy, 4y, (¢) = e®1 1221 also ¥} + YV, ~
Poisson(A; + A2).



KAPITEL 4

Ungleichungen

4.1 Wahrscheinlichkeitsungleichungen

Wir werfen eine Miinze 100-mal und erhalten 65-mal Kopf. Ist die Miinze manipuliert, oder war es nur
Zufall? Mathematisch: Wie wahrscheinlich ist es, bei einer fairen Miinze so weit vom Erwartungswert
abzuweichen?

Genau hier kommen Wahrscheinlichkeitsungleichungen ins Spiel — das Schweizer Taschenmesser
der Statistik. Mit minimalem Wissen Uber eine Verteilung (manchmal nur Erwartungswert oder Vari-
anz) kénnen wir Aussagen Uber seltene Ereignisse treffen. Das Beste: Diese Ungleichungen gelten
unabhangig von der konkreten Verteilung.

Satz 4.1.1 (Markov-Ungleichung)

Sei X > 0mit E[X] < oco. Flrt > 0 gilt

Beweis. Sei A = {X >t} und I 4 die zugehdrige Indikatorfunktion. Punktweise gilt
X>tly:

firwe Aist X(w) >t =t1s(w), firw ¢ Aistt I4(w) =0 < X(w) wegen X > 0.

Die Differenz X — t I, ist demnach nichtnegativ, und der Erwartungswert einer nichtnegativen Zu-
fallsvariablen ist nichtnegativ — Summe bzw. Integral laufen (iber lauter nichtnegative Terme. Mit der
Linearitat (Satz 3.2.1) folgt daraus

E[X] —t E[I4] = E[X —t14] > 0.
Schlie3lich nimmt 74 nur die Werte 1 und 0 an, ist also diskret mit E[Z4] = 1-P(A) 4+ 0-P(A¢) = P(A).
Zusammengesetzt ergibt das E[X] > tP(X > t). [
Bemerkung 4.1.1

Der Beweis benutzt weder eine Dichte noch eine Zahldichte, sondern nur die punktweise Ab-
schatzung X > t I4 und die Linearitat. Er tragt daher so weit, wie der Erwartungswert iberhaupt
erklart ist — in diesem Band fiir diskrete und stetige Zufallsvariablen, in der mal3theoretischen
Fassung E[X] = [ X dP fir jede nichtnegative Zufallsvariable.

93
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Checkerbox 4.1.1 (Markov fir diskrete Zufallsvariablen)

Sei X eine nichtnegative diskrete Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert. Beweise die
Markov-Ungleichung direkt aus der Summenformel fir E[X].

Beweis. Nimmt X die hochstens abzahlbar vielen Werte z; > 0 mit p; = P(X = z;) an, so gilt
furt >0

E[X] :Z»’Uﬂ?i 2 Z Tipi >t Z pi
i

ix; >t ix; >t

= tP(X > t).

Division durch ¢ liefert P(X > t) < E[X]/t. |

Interpretation: Ist E[X| = 5 und ¢ = 50, so P(X > 50) < 1/10. Die Masse kann nicht beliebig weit vom
Erwartungswert wegwandern.

Checkerbox 4.1.2 (Markov-Schranke fir die Exponentialverteilung)

Sei X exponentialverteilt mit Rate A > 0, also mit Dichte fx(z) = Ae™*® fir 2 > 0. Schatze
P(X > ¢) fir ¢ > 0 mit der Markov-Ungleichung ab und vergleiche die Schranke mit dem exakten
Wert. Werte beide GroRen zusatzlich fiir t = 2/ aus.
Beweis. Wegen E[X] = 1/ ergibt Markov
P(X >t) < L
- T
Zusammen mit der trivialen Schranke P(X > t¢) < 1 kann man die Aussage als
P(X >¢) <minq 1 1
> t) < minq 1, X
schreiben. Die exakte Uberlebenswahrscheinlichkeit ist dagegen

szwf/AeMmzeM
t

Fir t = 2/ liefert Markov die Schranke 1/2, wahrend der exakte Wert e=2 ~ 0,1353 betragt. W

Checkerbox 4.1.3 (Verallgemeinerte Markov-Ungleichung)

Seien X > 0,p > 0undt > 0. Zeige

E[XP]
72

P(X >t) <

sofern das p-te Moment auf der rechten Seite endlich ist.
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Beweis. Die Zufallsvariable X? ist nichtnegativ. Da die Funktion = +— 2P auf [0,00) streng
monoton wéchst, gilt { X >t} = {XP > tP}. Markov, angewandt auf X?, liefert daher
E[X?
P(X >t) = P(X? > P) < [tp | |
Satz 4.1.2 (Tschebyschow-Ungleichung)
Sei i = E[X], 0% = Var(X) < co. Dann gilt fir ¢t > 0
0.2
POX =l 2 ) < %
Firo >0und Z = (X — p)/o folgtinsbesondere P(|Z| > k) < 1/k? flr k > 0.
Beweis. Markov auf | X — |2 P(|X — u| > t) = P(|X — pl? > t?) < 02 /12 [ |

Checkerbox 4.1.4 (Tschebyschow aus Markov)

Leite die Tschebyschow-Ungleichung aus der Markov-Ungleichung her.

Beweis. Setze Y = (X — p)? > 0. Dannist E[Y] = Var(X) = o2. Furt > 0 liefert Markov mit
dem Schwellenwert ¢2

ElY o?
P(Y >t?) < t[g] =3
Wegen {Y > 2} = {|X — u| > t} ist dies genau die Tschebyschow-Ungleichung. [ |

Interpretation: Bei jeder Verteilung liegen mindestens 75% der Masse innerhalb von 20 und ~ 89%
innerhalb von 30 um den Mittelwert.

Checkerbox 4.1.5 (Poisson-Schwanz: zwei Schranken im Vergleich)

Sei X ~ Poisson(5). Schatze P(X > 10) mit Markov und Tschebyschow ab und vergleiche beide
Schranken mit dem exakten Wert.

Beweis. Fir X ~ Poisson(5) gelten E[X] = Var(X) = 5. Markov liefert

P(X >10) < — = 0,5.

2
10
Fernerist {X > 10} C {|X — 5| > 5}. Daher ergibt Tschebyschow

5
B(X > 10) < P(IX -5 > 5) < o= = 0.2

Exakt gilt
9 5k
— 9 — =5 ~
P(X>10)=1—e g = 0,03183.
0
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Tschebyschow ist hier scharfer als Markov; beide Schranken sind jedoch deutlich groRer als die
exakte Wahrscheinlichkeit. [ |

Beispiel 4.1.1 (Fehlerrate eines Pradiktors)

Teste ein neuronales Netz auf n Fallen. Sei X; = 1 bei Fehler, p die wahre Fehlerrate. Die
beobachtete Fehlerrate X, hat Var(X,,) = p(1 — p)/n < 1/(4n). Tschebyschow:

P(|X 5l > € < 7.

Bein = 1000, e = 0,05: P(|X,, —p| > 0,05) < 0,1. Mit 90% Wahrscheinlichkeit liegt die gemessene
Fehlerrate innerhalb von +5% der wahren.

Satz 4.1.3 (Hoeffding-Ungleichung)

Seien Y1, ..., Y, unabhéngig mit E[Y;] = 0 und a; < Y; < b;. Dann gilt fiire > 0
- 2¢2
P Y, >e| <exp (—n> )
(Z; z ) Zi:l(bi — a;)?

Beweis. Hoeffding-Lemma: Fiir E[Y] = 0,a <Y < b gilt E[eY] < f*(¢-2)*/8,

Beweis des Lemmas: Fir a = bist wegen E[Y] = 0 bereits Y = 0 fast sicher und die Behauptung trivial.
Sei also a < b. Konvexitét von e'* liefert ev < Y=Yete 4 420t Erwartungswert bilden mit E[Y] = 0
ergibt E[e!Y] < eL("), wobei h = t(b — a), L(h) = —ph + log(l —p+pe’)undp = —a/(b—a) € [0,1].
DaL(0)=L'(0)=0 und

pe”

1!
_ < =
L7(h) = qn(1 —qpn) < E— e [0,1],

gn =

1=

folgt L(h) < h?/8.
Chernoff-Methode: Fiir ¢t > 0, mit Markov und Unabhangigkeit:

P(ZY; > 6) :]P)<etzyi > etﬁ) < e—teﬁE[etYi] < exp (tQZ:(bZS_aZ)Z _t€> .
=1

Minimierung Uber ¢ (optimal: t* = 4¢/ >"(b; — a;)?) liefert die Behauptung. ]

Checkerbox 4.1.6 (Cramér—Chernoff-Schranke)

Sei X eine Zufallsvariable, deren momenterzeugende Funktion +y (t) = E[e!X] fir mindestens
eint > 0 endlich ist. Zeige fir a € R:

P(X >a) < tiggl e by (t).
Wi (t)<oo
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Beweis. Furjedest > 0 mit¢x(t) < co ist die Exponentialfunktion streng monoton. Daher gilt
nach Markov
tX ta E[etx] —ta
P(X > a) =P(e"* > ') < —— = e i (2).
€]
Da diese Abschatzung fiir jedes zuldssige ¢ gilt, darf auf der rechten Seite das Infimum Uber alle
solchen ¢ gebildet werden. |

Korollar 4.1.4

2

Fur X1, ..., X, ~ Bernoulli(p) iid gilt P(| X,, — p| > €) < 2e~2"¢".

Beweis. SetzeY; = X; — p, also b; — a; = 1. Hoeffding fur }_Y; > ne und symmetrisch fur < —ne,
dann Unionsschranke. [ |

Checkerbox 4.1.7 (Faire Miinzwiirfe)

Bei n unabhangigen Wirfen einer fairen Miinze sei K, die Anzahl der Kopfe. Zeige mit Hoeffding,

dass fiir jedes € > 0
ﬁ — 1‘ > e) < 9e~2ne”
n 2

Beweis. Sei X; = 1, falls der i-te Wurf Kopf zeigt, und sonst X; = 0. Dann sind X1,..., X,
unabhéngig und X; ~ Bernoulli(1/2). AuRerdem gilt K,,/n = X,,. Das Hoeffding-Korollar mit
p = 1/2 liefert direkt

K, 1

—2‘>6> C P (K —1/2] > ) < 2672, 0
n

Beispiel 4.1.2 (Tschebyschow vs. Hoeffding)
X, ~ Bernoulli(p), n = 100, ¢ = 0,2:
Tschebyschow: < 0,0625. Hoeffding: < 2¢% ~ 0,00067.

Hoeffding ist fast 100-mal scharfer! Die exponentielle Schranke dominiert fur gro3e Abweichun-
gen.

Bemerkung 4.1.2 (Quantitativer Vergleich)

Schranken fiir P(|X,, — p| > ¢) bei X; ~ Bernoulli(0,5), n = 100:
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€ Tschebyschow Hoeffding Exakt

0,10 0,250 0,271 0,035
0,15 0,111 0,022 0,002
0,20 0,063 0,0007 4%x107°
0,30 0,028 3x10°8 107°

Fir groRe ¢ ist Hoeffding dramatisch scharfer — der exponentielle Abfall macht den Unterschied.

Checkerbox 4.1.8 (Erforderlicher Stichprobenumfang)

Seien X1, ..., X,, unabhéngig und Bernoulli(0,3)-verteilt, und sei X,, = n=1>"" | X;. Wie groR
muss n mindestens sein, damit

P(|X, —0,3] > 0,1) < 0,01
(a) nach Tschebyschow und (b) nach Hoeffding garantiert ist?

Beweis. (a) Wegen Var(X;) = 0,3 0,7 = 0,21 gilt Var(X,,) = 0,21/n. Tschebyschow liefert

021 21
n-012 n’

Die rechte Seite ist hochstens 0,01, sobald n > 2100.
(b) Nach Hoeffding geniigt
2¢O < 0 01.

Dies ist aquivalent zu
- In(200)
- 0,02

Der kleinste ganzzahlige Stichprobenumfang ist daher n = 265. [ |

~ 264,92.

Satz 4.1.5 (Mills-Ungleichung)

Fir Z ~ N(0,1) und ¢ > 0 gilt

2 6_t2/2 2 2
P(|Z] > 1) <y/=—— und P(|Z] > t) < 2e7/2.
s

Beweis. Erste Schranke: Fir ¢ > 0:

1 o0 2 o0 2
P(Z >t) = — —7/2g <-/ —2 /20y — .
( ) \/27r/t ‘ v= V2t e v 2

Verdoppeln (Symmetrie) liefert die erste Ungleichung.

Zweite Schranke: Chernoff mit E[e3Z] = ¢5°/2: P(Z > t) < e~*1+5°/2, Optimal bei s = t: P(Z > t) <
e~/2. Mit der Symmetrie von Z folgt P(|Z| > t) = 2P(Z > t) < 2¢ /2. |
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Checkerbox 4.1.9 (Normalverteilung: Tschebyschow und Mills)

Sei X ~ N(u,0?) mito > 0. Vergleiche fiir P(|X — u| > 20) die Tschebyschow-Schranke, beide
oben angegebenen Mills-Schranken und den exakten Wert.

Beweis. Fur Z = (X — u)/o ~ N(0,1) ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit P(|Z| > 2). Tscheby-
schow ergibt

P(|Z| > 2) < ~ = 0,25.

=

Die scharfere Mills-Schranke liefert

6_2

2

S

P(|Z| > 2) < ~ 0,0540,
wahrend die einfachere exponentielle Schranke nur
P(|Z| > 2) < 2e72 ~ 0,2707
ergibt und bei ¢t = 2 sogar grober als Tschebyschow ist. Exakt gilt
P(|Z] > 2) = 2(1 — ®(2)) ~ 0,0455.

Die erste Mills-Schranke liegt hier bereits nahe am exakten Wert. [

4.2 Ungleichungen fiir Erwartungswerte

Satz 4.2.1 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Fur X,Y € L? gilt

E[|XY|] < vE[X?] E[Y?], | Cov(X,Y)| < v/Var(X) Var(Y).

Beweis. Wende zunachst fir ¢ € R die Nichtnegativitat
0 < E[(|X] — t|Y])?] = E[X?] — 24 E[ XY + £ E[Y?]

an. Ist E[Y?] > 0, muss die Diskriminante dieser quadratischen Funktion in ¢ nichtpositiv sein. Daher
E[|[XY|]? < E[X?E[Y?]. Ist E[Y?] = 0, so gilt Y = 0 fast sicher und dieselbe Aussage ist trivial.
Wurzelziehen liefert die erste Ungleichung.

Fur die Kovarianz-Version wenden wir | E[UV]| < E[|UV|] und die erste Ungleichung auf U = X —E[X]
und V =Y — E[Y] an. [

Dividiert man die Kovarianz-Version durch o x oy, so steht dort erneut die Korrelationsschranke |p| < 1
(Lemma 3.3.9) — dort elementar aus Var > 0 gewonnen, hier als Spezialfall p = ¢ = 2 eines allgemeinen
Prinzips.
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Checkerbox 4.2.1 (Cauchy—Schwarz im diskreten Fall)

Sei (X, Y) ein diskreter Zufallsvektor mit endlichen zweiten Momenten. Beweise direkt aus der

Summenformel
|E[XY]| < VE[X?]E[Y?].

Beweis. Nimmt (X, Y") die hochstens abzahlbar vielen Werte (z;, y;) mit Wahrscheinlichkeiten
p; an, so gilt fir jedes t € R

0< Z(l’i — tyi)’pi
= E[X?] - 2t E[XY] + t*E[Y?].

Ist E[Y2] > 0, hat diese quadratische Funktion keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen; ihre
Diskriminante ist also nichtpositiv. Folglich

AR[XY]? —4E[X?|E[Y?] < 0.

Ist E[Y?2] = 0, soist Y = 0 fast sicher und die Behauptung trivial. Wurzelziehen ergibt in beiden
Fallen die gewiinschte Ungleichung. [ |

Satz 4.2.2 (Jensen-Ungleichung)

Sei I C R ein offenes Intervall. Die Zufallsvariable X nehme fast sicher Werte in I an, und X
sowie g(X) seien integrierbar. Ist g : I — R konvex, so gilt E[¢(X)] > g(E[X]). Ist g konkav, so
gilt E[g(X)] < g(E[X]).

Beweis. Sei = E[X]. Da g konvex, existiert ein Subgradient a mit g(z) > a(z — ) + g(p) fur alle x.
Erwartungswert bilden:
Elg(X)] 2 a(E[X] — ) + g(p) = g(n).

Der konkave Fall folgt durch Anwenden auf —g. [ |

Geometrische Intuition: Konvexe Funktionen ,biegen nach oben”. Erst g anwenden, dann mitteln liefert
mebhr als erst mitteln, dann ¢ anwenden.

Beispiel 4.2.1

(1) g(z) = 22 konvex: E[X?] > [E[X])? also Var(X) > 0 - gratis!
(2) g(z) = log x konkav: E[log X] < log E[X], d. h. das geometrische Mittel ist < dem arithmeti-
schen.
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Checkerbox 4.2.2 (Reziproker Erwartungswert)

Sei X > 0 fast sicher, und seien X und 1/X integrierbar. Zeige mit Jensen:
1 1
El—=|>=—=.
[X } ~ E[X]

Beweis. Die Funktion g(x) = 1/z ist auf (0, o) konvex, denn ¢”(z) = 2/23 > 0. Jensen liefert
daher

| %] = Bl > o(elx) = s o

Checkerbox 4.2.3 (Jensen im diskreten Fall)

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die die Werte x; mit Wahrscheinlichkeiten p; annimmt.
Beweise die Jensen-Ungleichung fiir eine konvexe Funktion g, sofern alle auftretenden Erwar-
tungswerte endlich sind.

Beweis. Setze i = E[X] = ), p;x;. Eine Stltzgerade von g im Punkt n hat die Form h(z) =
a(x — p) + g(p) und erfillt g(z) > h(x) fur alle 2z im betrachteten Intervall. Daher

Elg(X)] =Y piglas) > sz‘ (a(xi — p) + g(w))

3

a(E[X] — p) + g(n) = g(E[X]).

Fir konkaves g folgt die umgekehrte Ungleichung durch Anwendung des Resultats auf —g. W

Checkerbox 4.2.4 (Behauptung priifen: Konvexitat und Subadditivitat)

Es wird behauptet: Ist g : [0,00) — R konvex und ¢(0) = 0, so ist g subadditiv, also

gz +y) <gl@)+g(y) (z,y>0).

Priife die Behauptung. Gib im Fall ihrer Falschheit ein Gegenbeispiel an und formuliere die
allgemein glltige Ungleichung in der richtigen Richtung.

Beweis. Die Behauptung ist falsch. Fir g(z) = 22 gelten Konvexitat und g(0) = 0, aber bei
r=y=1ist
g(@+y) =4>2=g(x)+ g(y).

Allgemein gilt unter den genannten Voraussetzungen sogar die umgekehrte Ungleichung

glx+y) >g(®)+9g(y)  (v,y>0),
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also Superadditivitat. Fur = + y > 0 folgt aus der Konvexitat

7 Y 43
r)=g| —(z+y)+——0] < ——g(z+y),
g(x) g<x+y( Y) Py >_x+yg( Y)

y x y
- r+y)+—0) < T +y).
9(y) g<x+y( Y) P > < xﬂ/g( Y)

Addition liefert die Behauptung; fiir x = y = 0 gilt Gleichheit. [ |

Definition 4.2.3 (Der Raum LP)

Fir p > 1 bezeichnet L? den Raum aller Zufallsvariablen X mit endlichem p-ten absoluten
Moment:
LP = {X :E[|XP] < co}.

Dabei werden Zufallsvariablen, die fast sicher Gbereinstimmen, miteinander identifiziert. Die
zugehodrige Norm ist

X1, = (EIX]7]) 7.

Insbesondere bedeutet X € L2, dass E[X?] < oo.

Checkerbox 4.2.5 (Warum in L? fast sichere Gleichheit geniigt)
Seien X, Y € LP. Zeige, dass
IX-Y||,=0 < PX=Y)=L1

Betrachte anschliefend auf Q2 = [0, 1] mit der Gleichverteilung die Zufallsvariable X (w) = 0 und

Y(w) = 1, fallsw =0,
0, fallsw e (0,1].

Erklare an diesem Beispiel, warum fast sicher ibereinstimmende Zufallsvariablen in LP mitein-
ander identifiziert werden.

Beweis. Aus P(X =Y) = 1folgt | X — Y|P = 0 fast sicher und damit unmittelbar || X — Y||, = 0.
Sei umgekehrt || X — Y|, = 0. Dannist E[|X — Y'|P] = 0. Mit der Markov-Ungleichung gilt fiir
jedes m € N:

PQX—Yw21>gmmm—ym:o
m
Da
- 1
Xx-vps>op= | ) dx—vp>L
tx-vp>op= | {ix-vp> 1.

m=1
folgtP(X #Y) =0,alsoP(X =Y) = 1.
Im Beispiel unterscheiden sich X und Y am Punkt w = 0, sind also als Funktionen nicht gleich.
Da aber P({0}) = 0 gilt, stimmen sie fast sicher lberein und haben Abstand || X — Y|, = 0.
Ohne die Identifikation waren somit zwei verschiedene Elemente im Abstand null; die Definitheit
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einer Norm ware verletzt. Nach der Identifikation reprasentieren X und Y dasselbe Element von
LP. |

Bemerkung 4.2.1 (Holder und Minkowski)
Holder: Fir 1/p+1/q = 1 (p,q > 1): E[|XY|] < [E[| X [P]]"/P[E[|Y|9]]/9. Fiir p = q = 2: Cauchy-

Schwarz.
Minkowski: Fiir p > 1: [E[| X + Y|P]]'/? < [E[|X|?]]'/? + [E[|Y|P]]"/? (Dreiecksungleichung in L?).

Checkerbox 4.2.6 (Minkowski flir p = 2)

Zeige fir X,Y € L? direkt

VE[IX + Y]] < VE[X?] + VE[Y?].
Beweis. Mit Cauchy—Schwarz gilt

E[|X +Y|?] = E[X?] + 2E[XY] + E[Y?]

< E[X?] + 2/E[X2]E[Y2] + E[Y?]
- (VEXT + VEYT) .

Beide Seiten sind nichtnegativ; Wurzelziehen liefert die gewiinschte Ungleichung. [

Checkerbox 4.2.7 (Hélder fiirp = ¢ = 2)

Leite die Holder-Ungleichung fiir die konjugierten Exponenten p = ¢ = 2 aus der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung her.

Beweis. Firp = ¢ = 2 lautet Holder
1/2 1/2
E[|XY() < (B[IX )" B]y ).

Wendet man Cauchy—Schwarz auf die Zufallsvariablen | X | und |Y| an, so erhalt man genau
diese Aussage. |




KAPITEL 5

Konvergenz von Zufallsvariablen

5.1 Einfiihrung

Bisher haben wir einzelne Zufallsvariablen und endliche Familien untersucht. In der Praxis liegt aber
meist eine Folge vor: wiederholte Messungen, tagliche Renditen, fortgesetzte Minzwiirfe X, Xo, ...
Interessant ist dann, wie sich daraus gebildete Gré3en fiir wachsendes n verhalten — allen voran das

Stichprobenmittel
_ 1 &
Xn=— z; X;.
1=

Dieses Kapitel entwickelt die dafiir n6tige Grenzwerttheorie.

Fir eine Zahlenfolge (a,,) ist Konvergenz eindeutig erklart: |a,, — a| unterschreitet schlielRlich jedes
e > 0. Eine Zufallsvariable ist jedoch keine Zahl, sondern eine Funktion X : Q@ — R — und fir
Funktionenfolgen gibt es mehrere sinnvolle Naherungsbegriffe, je nachdem, was klein werden soll.
Man kann verlangen, dass die Zahlenfolge X,,(w) fiir (fast) jeden Ausgang w konvergiert, dass der
mittlere Fehler verschwindet, dass groBe Abweichungen unwahrscheinlich werden — oder nur, dass
sich die Verteilungen stabilisieren. Diese Begriffe sind nicht gleichwertig; Abschnitt 5.2 definiert sie
und ordnet sie nach Starke.

Dass ein einziger Konvergenzbegriff nicht ausreicht, zeigen bereits die beiden Hauptresultate des
Kapitels. Fir iid X1, Xo, ... mit x = E[X;] und 02 = Var(X;) < oo gilt:

1. Gesetz der groBen Zahlen: X, i u — das Stichprobenmittel konzentriert sich fiir groRes n beim

Erwartungswert.
X, — S . .
2. Zentraler Grenzwertsatz: Vi (Xo = 1) 4 N(0,1) - die mit \/n skalierte Abweichung vom Erwar-
g
tungswert wird ndherungsweise standardnormalverteilt, ganz gleich, wie die X; selbst verteilt
sind.

Man beachte die verschiedenen Pfeile: Das Gesetz der groRen Zahlen ist eine Aussage lber die
Werte von X,, (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit), der zentrale Grenzwertsatz eine Aussage uber
deren Verteilung (Konvergenz in Verteilung). Zusammen bilden sie das theoretische Fundament der
Statistik: Das eine rechtfertigt das Schatzen durch Mittelwerte, das andere liefert die zugehorige
Fehlerverteilung.

104
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5.2 Konvergenzarten

Definition 5.2.1 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit)

X, Ly X falls fur jedes € > 0: lim,,_, P(| X, — X| > ¢€) = 0.

Intuition: Mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt X,, nahe bei X fiir groes n.

Kurz-Check: Was bedeutet das konkret?

Wie liest man den Ausdruck X,, — X in dieser Definition — was wird hier eigentlich voneinander
abgezogen?

Antwort: X,, — X ist die punktweise Differenz und damit selbst eine Zufallsvariable: (X,, — X)(w) = X, (w) — X (w).
Beide Variablen werden am selben Ergebnis w ausgewertet — man vergleicht die Zahl, die X,, dem Ausgang w
zuordnet, mit der Zahl, die X demselben w zuordnet. | X,, — X| ist also der zuféllige Abstand der beiden Werte,
{|X»n — X| > €} das Ereignis {w : | X, (w) — X (w)| > €}, dass dieser Abstand die Toleranz ¢ Giberschreitet, und die
Definition verlangt, dass seine Wahrscheinlichkeit gegen 0 geht. Damit die Differenz iberhaupt Sinn ergibt, miissen
X, und X auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum leben — anders als bei der Konvergenz in Verteilung, die nur
Verteilungsfunktionen vergleicht und keinen gemeinsamen Raum braucht.

Definition 5.2.2 (Konvergenz in Verteilung)

X, 4 X falls lim,, o Fy,(t) = F(t) an allen Stetigkeitsstellen ¢ von F'.
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Labbox 5.2.1 (Wandernde Punktmasse)

Sei X,, = 1/n mit Wahrscheinlichkeit 1 und X = 0 mit Wahrscheinlichkeit 1. Dann sind die
Verteilungsfunktionen

ﬂ@:{Qt<Um ﬂw:¥Lt<Q

1, t>1/n, 1, t>0.
Fl F4 L F
1 — 1 — ﬁ -
O t ‘ O t ‘ O t
0 1 0 % 0
—
Sprung nach links n — 00

Der Sprung von F,, liegt bei 1/n und wandert gegen 0. Fir jedes feste t < 0 gilt F,(t) = F(t) = 0; fur
jedes feste ¢ > 0 gilt schliellich F,,(t) = F(t) = 1. Daher ist F,,(t) — F'(t) an allen Stetigkeitsstellen von
F und somit X, 4 X,

Am Sprungpunkt ¢ = 0 gilt dagegen F,(0) = 0, aber F'(0) = 1. Das verhindert die Konvergenz in Verteilung

nicht, denn F ist an dieser Stelle unstetig. Genau deshalb nennt Definition 5.2.2 nur die Stetigkeitsstellen
von F'.

Die X,, und X missen nicht auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum leben — nur die Verteilungen
zahlen. Dies ist die schwachste Konvergenzform.

Checkerbox 5.2.1 (Konvergenz ohne gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum)

Sei X,, auf dem endlichen Raum Q,, = {0, 1,...,n — 1} mit der Gleichverteilung definiert durch
Xn(w) = w/n,und sei X (w) = w auf Q = [0, 1] mit dem Lebesgue-MalB, also X ~ Uniform(0, 1)
mit F'(t) = ¢ furt € [0, 1].

(a) Bestimme die Verteilungsfunktion £}, von X,,.
(b) Zeige X, 4 X,

(c) Erklare, warum die Aussage , X, L, X“hier nicht einmal hingeschrieben werden kann.

Beweis. (a) X, nimmt die Werte 0, 2, ..., 2=1 mit Wahrscheinlichkeit je 2 an. Fiir 0 < ¢ < 1
liegen genau die Gitterpunkte £ mit 0 < k& < [nt] unterhalb von ¢, also

0, t <0,
t 1
Fo(®) Lan+ Co<t<l,
1, t>1.

(b) Fir¢t < Ound ¢ > list F,,(t) = F(t) furalle n. Fir 0 < ¢t < 1 liefert nt — 1 < |nt] < nt die
EinschlieBung

1
t < Fp(t) <t+ =,
n
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also F,,(t) — t = F(t). Da F Uberall stetig ist, gilt die Konvergenz an jeder Stetigkeitsstelle von
F und damit X, 4, X nach Definition 5.2.2.

(c) Konvergenz in Wahrscheinlichkeit verlangt P(| X,, — X| > €) — 0, und dafiir muss X,, — X eine
Zufallsvariable sein: Beide Abbildungen werden am selben Ergebnis w ausgewertet. Hier ist X,
auf dem n-elementigen Raum (,, definiert, X auf dem Kontinuum [0, 1] — es gibt kein w, an dem
beide erklart waren, ja nicht einmal die X, untereinander teilen sich einen Raum. Die Differenz
X, — X existiert also gar nicht, und {| X,, — X| > €} ist kein Ereignis. Die Verteilungskonvergenz
in (b) ist davon unberiihrt: Sie vergleicht nur die Funktionen F,, und F' auf R und braucht keinen
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. |

Definition 5.2.3 (Konvergenz in LP)

Firp > 1: X,, — X in LP falls E[| X,, — X|P] — 0.

Definition 5.2.4 (Fast-sichere Konvergenz)

X, 12 X falls P(limy_yo0 Xp = X) = 1.

Kurz-Check: Was bedeutet das konkret?

Wie ist die Aussage P(lim,,_,o, X;, = X) = 1 genau zu lesen?
Antwort: Der Ausdruck ist die Kurzform von

P({w :lim X, (w) = X(w)}) =1L

n—r00

Es gibt also héchstens eine Nullmenge N von Ausnahmen, sodass fir jedes w ¢ N die gewohnliche Zahlenfolge
X1 (w), X2(w),...gegen die Zahl X (w) konvergiert. Ausgeschrieben bedeutet das: Fiir jedes ¢ > 0 und jedes w ¢ N
gibt es ein ng = no(w, €), sodass

[ Xn(w) — X(w)| <€ fir alle n > nyo.

Nicht verlangt wird, dass X,, irgendwann exakt gleich X ist. Auch der Zeitpunkt no darf vom betrachteten Zufallspfad
w abhangen.

Intuition: Vier Begriffe — eine Landkarte

Alle vier Begriffe sagen ,X,, nahert sich X“ aber sie messen das unterschiedlich streng:

« Fast sicher (—f'—s%): Verfolgt man einen Zufallspfad w, lauft die Zahlenfolge X,,(w) tatsachlich
ins Ziel — fiir (fast) jeden Pfad.

o In LP: Der durchschnittliche Fehler (in der p-ten Potenz) schrumpft auf 0.

« In Wahrscheinlichkeit (i): Die Chance auf einen nennenswerten Fehler | X,, — X| > ¢
schrumpft auf 0 — einzelne Ausreiller bleiben erlaubt.
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* In Verteilung (i>): Nur die Form der Verteilung (die cdf) stabilisiert sich. Uber den konkreten
Wert von X, sagt das nichts.

Merksatz: f—s> und LP sind ,stark”, N liegt in der Mitte, 4, ist die schwéchste Form — sie verlangt
nicht einmal, dass X,, und X auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum leben.

Beispiel 5.2.1 (Normalverteilung mit schrumpfender Varianz)

Sei Z ~ N(0, 1) und definiere auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum

Dann gilt X,, ~ N(0,1/n), denn das Skalieren mit 1/./n ldsst den Erwartungswert bei 0 und
multipliziert die Varianz mit 1 /n.

Beweis. Wir weisen die drei behaupteten Konvergenzarten einzeln nach.

1. Konvergenz in 2. Da X = 0 und E[Z?] = Var(Z) = 1, gilt

VA 1 1

] = W= — 0
n

I, - X1 = E[X.") =E| !

n

Somitist auch | X,, — X ||z = 1/y/n — 0, also X,, — X in L2
2. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Sei ¢ > 0 fest. Wegen X,, = Z//n ist

P(| X, — X| >€):P<|\57|z >e)
=P(|2] > evn)
_5(1 - afevi).

Dabei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion von N (0, 1). Da ey/n — oo und jede Verteilungsfunk-
tion im rechten Rand gegen 1 strebt, folgt

P(| X, — X| > ¢) — 0.

Dies gilt fiir jedes € > 0, also X, X,
3. Konvergenz in Verteilung. Die Verteilungsfunktion von X, ist

Fo(t) = P(X, < t) = P(\fﬁ < t>

=P(Z < tv/n) = ®(tv/n).
Die Grenzvariable X = 0 hat die Punktmasse ¢, und damit die Verteilungsfunktion

0, t<0,

F(t):MXSt):L t>0.

Nun unterscheiden wir drei Falle:
e Istt < 0, so gilt ty/n — —oc und daher F,,(t) = ®(t/n) — 0 = F(¢).
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e Ist¢ > 0, so gilt tv/n — oo und daher F,,(t) = ®(t\/n) — 1 = F(t).

e Istt = 0, so gilt dagegen fir jedes n

Die Gleichheit F},(0) — F'(0) ist an dieser Stelle also falsch.

Das ist kein Widerspruch zur Konvergenz in Verteilung: Die Grenzfunktion F ist bei 0 unstetig,
wahrend sie an jedem t # 0 stetig ist. Nach Definition 5.2.2 wird die Konvergenz nur an den
Stetigkeitsstellen von F verlangt. Da sie an allen diesen Stellen gilt, folgt

X, 4, X, also in Verteilung X, 4, 0o.

Genau hier wird die Stetigkeitsstellen-Klausel bendtigt. [

Beispiel 5.2.2 (Konvergenz in Verteilung # Konvergenz in Wahrscheinlichkeit)

X ~ N(0,1), X, = —X fiir alle n. Dann X,, % X (da F,, = F), aber P(|X,, — X| > ¢) = P(|2X]| >
€) > 0 fir alle n.

Typischer Fehler

wXn, 4 X" bedeutet nicht, dass X,, und X nahe beieinander liegen. Im Beispiel oben ist X, =
—X: die Verteilung ist sogar identisch (F,, = F), trotzdem ist X,, von X maximal entfernt.
Verteilungskonvergenz vergleicht nur die Form der cdf, niemals die konkreten Werte — deshalb

braucht sie nicht einmal denselben Wahrscheinlichkeitsraum. Wer ,,i>" wie ,die Werte werden
gleich” liest, zieht falsche Schliisse.

Hierarchie der Konvergenzarten

Satz 5.2.5 (Hierarchie)
1. L?-Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
2. Fast-sichere Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
3. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit = Konvergenz in Verteilung.
4. X, % ¢ (Konstante) = X, LS

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht.

Beweis. (1) L?-Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Angenommen, X,, — X in L2. Dann

gilt nach Definition
E[|X, — X|*] — 0.
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Sei nun € > 0 fest. Wir wenden die Markov-Ungleichung auf die nichtnegative Zufallsvariable Y;, =
| X,, — X |? mit der Schranke ¢2 an. Wegen

{1 Xn — X| > €} = {| X, — X|* > €%}
erhalten wir

B[ X, — XJ’]

P(|X, — X|>¢) < _

— 0.
€

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt X, ox.

(2) Fast sichere Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit. Angenommen, X,, ALN'S ,und sei
wieder € > 0 fest. Definiere

Ap(e) = {| X — X| < efiirallem > n}.

Das Ereignis A, (¢) bedeutet: Ab dem Zeitpunkt n bleiben alle Folgenglieder im e-Umkreis von X.

Die Ereignisse sind monoton wachsend:

An(€) € Anya(e),

denn bei A,,;1(¢) werden weniger Folgenglieder kontrolliert. Aus der fast sicheren Konvergenz folgt
aulRerdem: Fir fast jedes w gibt es ein ny = ng(w, €), sodass

| X (w) = X(w)| < e fur alle m > ny.

Fast jedes w liegt daher in mindestens einem der Ereignisse A,,(¢), also

P(G An(e)> =1
n=1

Wegen der Stetigkeit der Wahrscheinlichkeit von unten folgt daraus

P(An(€)) — ]P’(U An(e)> =1.

n=1

Gilt A, (e), so gilt insbesondere | X,, — X| < e. Deshalb ist
{[X5n — X| > €} C An(e),

und somit
P(| X, — X| >¢) <P(A,(e)°) =1 —P(A,(€)) — 0.
Da e > 0 beliebig war, gilt X, X,
(3) Sei t Stetigkeitsstelle von F. Fiir e > 0:
F,(t) <P(X <t+e)+P(|X, - X|>¢€)=F(t+e¢)+o(1).

Analog F'(t — €) — o(1) < F,(t). Da e beliebig und F' stetig bei ¢: F,,(t) — F(t).

(4 P(| X, —c| >€) = Fy(c—€)+1— F,(c+¢€) = 0+ 0, da c + e Stetigkeitsstellen der Grenz-cdf
(Punktmasse bei c) sind. ]
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Kurz-Check: Was bedeutet das konkret?

Eine Folge konvergiert in Verteilung gegen eine Konstante c. Folgt daraus auch Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit gegen ¢?

Antwort: Ja. Das ist Punkt (4) der Hierarchie. Konvergenz in Verteilung ist sonst die schwachste Form, aber bei
einem konstanten Grenzwert fallt sie mit der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit zusammen: Die Grenzverteilung
ist eine Punktmasse bei ¢, sodass ,die Form stabilisiert sich” und ,die Werte konzentrieren sich bei ¢“ dasselbe
bedeuten. Genau dieser Spezialfall macht das Slutsky-Theorem erst nutzbar.

5.3 Das Slutsky-Theorem

Satz 5.3.1 (Slutsky)

1. X, 2 X und g stetig = g(X,,) = g(X).

2. X, S XundY, Be=Xo+Y, S X +e XoVndeX, Xo/Y, S X/c(falls ¢ # 0),

Beweis. (1) Sei e > 0. Wahle M mit P(|X| > M) < ¢/2. Auf [-M, M] ist g gleichmaRig stetig: 36:
[z —y[ <0 =|g(z) — g(y)| <e Dann

P(lg(Xn) — g(X)| > €) < P(|X, — X| > 6) + P(IX| > M) — 0+ ¢/2.

(2) Fir ¢ Stetigkeitsstelle von Fx .unde > 0: P(X,, + Y, <t) <P(X, <t—c+e€)+P(|Y, —c| > ¢).
Grenzlbergang und ¢ — 0 liefert F,,(t) — Fx.1.(t). Multiplikation analog. [

5.4 Das Gesetz der groen Zahlen

Satz 5.4.1 (Schwaches Gesetz der groRen Zahlen (WLLN))

Seien X1, Xo, ... iid mit E[X;] = u, Var(X;) = 0 < co. Dann

Beweis. Tschebyschow: P(|X,, — u| > €) < Var(X,,)/€* = 02/(ne?) — 0. [ |
Satz 5.4.2 (Starkes Gesetz der groBen Zahlen)

Unter denselben Voraussetzungen gilt sogar X, fs, 1.

Ohne Beweis. Fast sichere Konvergenz lasst sich nicht mehr wie beim schwachen Gesetz mit einer einzigen Ungleichung
erschlagen: Man muss die Ausnahmemengen uber alle n hinweg kontrollieren. Die (iblichen Wege sind das Lemma von
Borel-Cantelli zusammen mit einer Blockzerlegung der Teilfolgen (Etemadis Beweis, der nur E | X; | < co verlangt) oder das
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Martingalkonvergenzsatz-Argument. Beides braucht Werkzeuge, die dieser Band nicht bereitstellt. Ausfiihrlich in Durrett,
Probability: Theory and Examples, 5. Aufl. 2019, Kap. 2.4, oder Billingsley, Probability and Measure, §22.

Beispiel 5.4.1 (Miinzwurf und frequentistische Interpretation)

Sei X; = Iikopry Mit P(X; = 1) = p. Dann ist X, die relative Haufigkeit von Kopf, und X, Lif
p. Dies rechtfertigt die frequentistische Interpretation: Wahrscheinlichkeit als Grenzwert der
relativen Haufigkeit.

Quantitativ: Fiir n = 10000, p = 0,5, ¢ = 0,01: P(|X,, — 0,5| > 0,01) < 0,25/(10000 - 0,0001) = 0,25.

5.5 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz 5.5.1 (Zentraler Grenzwertsatz (CLT))
Seien X1, Xo, ... iid mit E[X;] = 1, 0 < Var(X;) = 02 < oo. Dann

2y = Y En—p) 4 N(0,1).

g

Aquivalent: X,, ~ N(u, 0% /n).

Beweisskizze. SeiY; = (X; — pu)/o mit E[Y;] = 0, Var(Y;) = 1. Die charakteristische Funktion (t) =
E[eY?] hat Taylor-Entwicklung o(t) = 1 — t2/2 4 o(t?). Fur Z,, = ﬁ SV

n

2
p2.(8) = [Pt/ = [ 1= o+ ol /n)| = e

Dies ist die charakteristische Funktion von N (0, 1). Der Stetigkeitssatz von Lévy liefert Z,, 4 N(0,1).

Skizze bleibt dies aus zwei Griinden: Der Grenziibergang [1 — t2/(2n) + o(t2/n)]" — e¢~'*/2 verlangt
eine sorgfaltige Abschatzung des komplexen Logarithmus, und der Stetigkeitssatz von Lévy wird hier
nur zitiert. Fir den vollstandigen Beweis siehe Billingsley, Probability and Measure, §27, oder Durrett,
Probability: Theory and Examples, Kap. 3.4. [ |

Beispiel 5.5.1 (Binomialapproximation)

_ .~ Ri ; . _Sn—np ~
Sn = 1y X; ~ Binomial(n, p). CLT: By N(0,1).
Fiir n = 100, p = 0,3 ist np = 30 und np(1 — p) = 21. Exakt gilt P(S,, > 35) ~ 0,162 86.

)
CLT:P(Z > — ) =P(Z > 1,0911) ~ 0,1376.
(22 75) =rzz 1o
Mit Stetigkeitskorrektur: P (Z > (34,5 — 30)/v21) = P(Z > 0,9820) ~ 0,1631. Der Fehler
schrumpft damit von 0,025 auf 0,0002 — die Korrektur trifft den exakten Wert nahezu.
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Satz 5.5.2 (Berry-Esséen-Ungleichung)
Falls E [| X1 — uf?] < oo, so gilt

_ CE[X; —u
<RI

mit C' ~ 0,4748. Der Approximationsfehler ist also O(n~1/2).

sty |2, 5 ) = ()|

Ohne Beweis. Der Beweis beruht auf der Esséenschen Glattungsungleichung, die den Abstand zweier Verteilungsfunktionen
durch ein Integral Giber die Differenz ihrer charakteristischen Funktionen abschétzt. Das ist ein rein analytisches Argument, das
liber den Rahmen dieses Bandes hinausgeht. Ausfihrlich in Feller, An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
Bd. Il, Kap. XVI.5, oder Petrov, Sums of Independent Random Variables, Kap. V. Die zuldssige Konstante C' wurde seit Esséen
mehrfach verbessert; der angegebene Wert ist der heute libliche.

5.6 Die Delta-Methode

Satz 5.6.1 (Delta-Methode)

Sei g differenzierbar mit ¢/(1) # 0. Falls \/n(X,, — u)/o N N(0,1),dann

V(g(Xn) —g(k) 4
g o

Aquivalent: g(X,,) ~ N(g(n), o*[¢'(1)]*/n).

Beweis. Taylor um p liefert
9(Xn) = g(p) + g (1)(Xn — 1) + Rn,
wobei der Restterm R,, gegentiiber | X,, — u| verschwindet, d.h. R,,/|X,, — u| — 0 fur X,, — p. Also
\/ﬁ(g(yn) - g(ﬂ)) = gl(ﬂ)\/ﬁ(yn - M) + \/ﬁan
und der Restterm \/n R,, konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Slutsky liefert \/n(g(X ) —g(p)) 4
N(0,a[g"(W)]?). u

Beispiel 5.6.1 (Konfidenzintervall fir ;2)

X1,..., X, iid mit E[X;] = p # 0, Var(X;) = o2. Schitze 7 = u2 durch # = X .. Die Vorausset-
zung p # 0 ist wesentlich: Nur dann ist ¢’(u) # 0 und der Satz tGberhaupt anwendbar.

Mit g(x) = 22, ' (1) = 241 V(X — %) = N(0, 4p%02).

Approximatives 95%-Konfidenzintervall:

9 —9 2|1 X, s
e |X.+1,96 2222
s " Vn

wobei s die Stichprobenstandardabweichung ist.
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Delta-Methode bei ¢'(11) = 0

Der Fall . = 0 fallt aus dem obigen Beispiel heraus, und zwar nicht nur formal: Dort ist ¢’(0) = 0,
der lineare Term der Taylor-Entwicklung verschwindet, und es gilt
(vVaXa)"

\/H(Yi—o):T—w,

die Grenzverteilung ist also die Punktmasse in 0 und nicht normal. Die richtige Rate ist dann n

statt \/n:

2 ~ 2
2 = — X17
g (o
was aus dem zentralen Grenzwertsatz zusammen mit der Stetigkeit von = — 22 folgt. Das ist die
Delta-Methode zweiter Ordnung. Das oben angegebene Intervall verliert bei ;. = 0 sein Niveau -
und weil die Approximation in x nicht gleichmaRig ist, ist auch bei kleinem |u| Vorsicht geboten.
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